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ABSTRACT 

 
 

In this paper, minimizing the number of tardy jobs in two-machine 

flowshop scheduling with non-simultaneous job entrance is discussed. 

It is proven that the complexity of the problem is NP_hard. Therefore, 

a heuristic algorithm is proposed to solve the large scale problems. 

Besides, an exact branch and bound algorithm with utilizing heuristic 

algorithm as upper bound proposed to achieve optimal solution. 

Computational results demonstrate that branch and bound method 

solves problems with 28 jobs in the set High and 20 jobs in the set 

Low in a reasonable time. Results show the capability of the proposed 

upper bound, lower bounds and dominance rules. Also, it is shown 

that the average ratio of optimal solution to the heuristic one with the 

objective ∑(1-Ui) is at most 1.11 which is smaller in contrast with 

other researches in the literature. This ratio proves efficacy of the 

proposed heuristic algorithm. Finally, according to efficiency of the 

presented approach, sample problems with large dimensions were 

solved and their results were displayed. 
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حداقل کردن تعداد کارهای دارای دیرکرد در مسئله دو ماشین  با ورود 

  غیر همزمان
  

  مصطفی ابویی اردکان و ، علی حکیمیان*قاسم مصلحی

 
 چکیده:                          یکلمات کلید

بندی فلوشاپ دو ماشین با در نظر گرفتن ورود غیر همزمان و با  در این مقاله مسئله زمان 

سازی تعداد کارهای دارای دیرکرد بررسي شده است. در  ابتدا پیچیدگي مسأله  کمینه هدف

است. بنابراین برای حل مسئله فوق یک الگوریتم  NP-hardبررسي و ثابت شده که مسأله 

ابتکاری که قابلیت حل مسائل با ابعاد خیلي بزرگ را دارد، ارائه شده است. همچنین به منظور 

از روش شاخه و کران با در نظر گرفتن الگوریتم ابتکاری به عنوان حد بالا حل بهینه مسئله 

 82کران مسائل با ابعاد  و دهد که رویه شاخه  بهره گرفته شده است. نتایج محاسباتي نشان مي

را در زمان منطقي و به طور کامل حل  Lowفعالیت در گروه  82و  Highفعالیت در گروه 

یي حد بالا، حدود پایین و اصول غلبه ارائه شده برای مسئله را نشان کند، که این امر کارآ مي

دهد. همچنین نشان داده شد که متوسط نسبت جواب بهینه به الگوریتم ابتکاری با هدف  مي

∑(1-Ui)  های ارائه شده در تحقیقات  باشد که در مقایسه با الگوریتم برابر مي 11/1حداکثر

باشد. این نسبت نشان دهنده کارایي بالای  نسبت کوچکي مي مرتبط با کارهای دارای دیرکرد

الگوریتم ابتکاری است. با توجه به کارآیي بالای الگوریتم ابتکاری، مسائل نمونه با ابعاد بزرگ 

 .نیز حل و نتایج آن ارائه شده است

 
 9. مقدمه9

های تحویل امری حیاتي  در بسیاری از صنایع برآورد کردن زمان

لذا معیارهای وابسته به تاخیر همانند تعداد کارهای باشد.  مي

ای برخوردار هستند و به عنوان  دارای دیرکرد از اهمیت ویژه

                                                 
 91/6/19تاریخ وصول: 

 39/5/19تاریخ تصویب: 

، استاد، دانشکده مهندسي صنایع و قاسم مصلحی نویسنده مسئول مقاله:*

 moslehi@cc.iut.ac.irها، دانشگاه صنعتي اصفهان سیستم

، دانشجوی کارشناسي ارشد، دانشکده مهندسي صنایع و علی حکیمیان

 a.hakimian@in.iut.ac.irها، دانشگاه صنعتي اصفهان سیستم

، دانشجوی دکتری، دانشکده مهندسي صنایع و مصطفی ابویی اردکان

 m.abouei@in.iut.ac.irسیستمها، دانشگاه صنعتي اصفهان 

[. 1گیرند ]ها مورد استفاده قرار مي بندی معیارهای ارزیابي زمان

های  بندی فلوشاپ دو ماشین با زمان مسئله زمان  در این مقاله

کردن تعداد کارهای دارای ورود غیر همزمان و با هدف حداقل 

گیرد.  مورد بررسي قرار مي 8دیرکرد در حالت فلوشاپ جایگشتي

در این حالت هر کاری که روی ماشین اول زودتر پردازش شود، 

شود. به عبارت دیگر هیچ   روی ماشین دوم نیز زودتر پردازش مي

وجود ندارد که پردازش آن روی ماشین اول بعد از   jکاری مانند 

i شد ولي پردازش آن روی ماشین دوم قبل از باi  .صورت پذیرد

نساجي و یا  های توان در کارخانه کاربردهایي از این مسئله را مي

ها  های تولید آینه یافت. در فرایند تولید پارچه، پارچه کارخانه

)کارها( بر روی دو ماشین رنگ زني و خشک کن و به صورت 

                                                 
2.Permutation Flowshop 
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کاری برای تولید آینه  نیز  د نقرهشوند. در فراین متوالي پردازش مي

شود. ماشین اول کار پوشش دادن  از دو ماشین متوالي استفاده مي

ها )کارها( توسط رنگ را بر عهده دارد و ماشین دوم  پشت آینه

 دهد. عملیات خشک کردن را انجام مي

ها در مسائل فلوشاپ برروی حداقل سازی زمان اتمام  اکثر پژوهش

های کمتری برای [ و تاکنون بررسي3و8اند ]تمرکز داشته 1کل

حداقل سازی تعداد کارهای دارای دیرکرد برروی مسئله فلوشاپ 

انجام پذیرفته است. پیچیدگي حداقل سازی تعدادکارهای دارای 

دیرکرد در یک فلوشاپ دو ماشین حتي موقعي که تمام کارهای 

حالت [. 4است ] NP_hardدارای زمان تحویل یکسان باشند نیز 

8بدون وزن و تک ماشین این مسئله، با الگوریتم مور
O(nLogn) 

های  های بهینه فقط برای حالت [ و الگوریتم5باشد ] قابل حل مي

 اند. خاص توسعه داده شده

O(nیک الگوریتم از  [6] لین 
2
های خاص را برای حل حالت (

های پردازش مسئله فلوشاپ دوماشین وقتي که همه کارها زمان

های  های تحویل با زمان ان روی ماشین اول داشته و زمانیکس

[ یک الگوریتم 7] پردازش سازگاری دارند ارائه کرد. لاولر و مور 

ریزی پویا را برای همین مسئله با موعد تحویل یکسان  بهینه برنامه

D (F2|dj=D|ΣUj ارائه کردند که از )O(nD
2
 باشد.  مي (

ردن تعداد کارهای دارای [ مسئله حداقل ک2] حریری و پتس 

ماشین را با الگوریتم شاخه و  Mدیرکرد در فلوشاپ جایگشتي با 

کران حل کردند، در این مسئله کلیه کارها در زمان صفر در 

کار را برای دو و  85دسترس هستند. آنها مسائل با ابعاد حداکثر 

[،  مسئله حداقل 9] سه ماشین حل کردند. مصلحي و همکاران

برروی یک فلوشاپ  3وع حداکثر دیرکردها و زودکردهاکردن مجم

کردند. آنها برای حل مسئله از روش شاخه و  دو ماشین را بررسي

کران استفاده کردند و برای افزایش کارایي روش شاخه و کران از 

 های غالب استفاده کردند. هایي برای یافتن جواب لم

کارهای دارای [، مسئله حداقل کردن توام تعداد 12] وان و ین 

دار را در یک  دیرکرد و حداقل کردن مجموع زودکردهای وزن

کردند. آنها برای حل مسئله از روش شاخه و کران  ماشین بررسي

 با یابتکارکرده و برای حل مسائل بزرگ از یک الگوریتم  استفاده

O(nرتبه 
3
 . بهره جستند (

 یبرا شاخه وکران را تمیالگور کی [11]  همکاران و ستیباپت

و  نیتعداد کارهای دارای دیرکرد در تک ماش یمسئله حداقل ساز

 ق،یتحق نیزمان در دسترس بودن ارائه کردند. در ا تیبا محدود

 کیبه دست آمده و با ارائه  یلاگرانژ یاز ساده ساز نییحد پا

 کار شدند.  822شاخه و کران قادر به حل مسئله تا اندازه  تمیالگور

                                                 
1.Makespan 
2.Moore 
3.sum of maximum Earliness and Tardiness 

 مسئله حل یبرا را 4روش شاخه و کنترل کی [18]  کفیساد

 تک یرو بر کارهای دارای دیرکرد تعداد يوزن یساز حداقل

 در آنها. کردند ارائه بودن دسترس در زمان تیمحدود با و نیماش

 و شاخه روش حل یبرا حیصح اعداد یزیر برنامه از خود قیتحق

 توسط را ریناپذ امکان یها جواب و اند کرده استفاده کنترل

 نیحل هم یبرا زین[ 13]  نیبولف و هلاه. اند کرده جدا تمیالگور

 یساز ساده کیروش شاخه وکران که در آن   کیمسئله 

 5انتخابه چند يپشت کوله مسئله کی به منجر که ينیجانش

 کردن حداقل یبرا روش نیهم از آنها. دادند شنهادیپ شود يم

ی موازی نیز گرهاپردازش یبررو کارهای دارای دیرکرد تعداد يوزن

 [.14] استفاده کردند 

[ رویکردی دوگانه از الگوریتم حریصانه روبه 15] هي و همکاران  

را برای حداقل کردن تعداد کارهای دارای دیرکرد در مسئله  6جلو

در  زین 7العجل ضرب کی کار هرتک ماشین ارائه کردند. آنها برای 

باشد.  مي O(nlogn). الگوریتم ارائه شده از رتبه نظرگرفتند

 روش[ با استفاده از مسئله کوله پشتي در حدود 1بولفین و هلاه ]

کارهای دارای  تعداد يوزن یساز حداقل مسئله کران و شاخه

کار  122تا مسائلي  توانستند ن،یماش دو فلوشاپ کی در دیرکرد

 یبرا یابتکار يتمیالگور[ 16] همکاران و یلودر. نمایندحل 

 ایپو فلوشاپ کی در کارهای دارای دیرکرد دتعدا یساز حداقل

 ورود کارها متفاوت باشد.  زمان کردندکه فرض.آنها اند کرده ارائه

کارهای  تعداد کردن حداقل مسئله ،[ 17] سنتنو و تورس زیرو

را  2هیثانو منابع با و يگشتیجا فلوشاپ کی یبررو دارای دیرکرد

 و هیثانو بعنام صیتخص یقرار دادند. آنها برا يمورد بررس

مانند جستجو  یابتکار یها تمیالگور از يتوال به کارها صیتخص

 در [ 12] همکاران و تورس زیرو استفاده کردند. SAو  يگیهمسا

 بار بودند کرده استفاده 8222 سال در که يروش از 8212سال 

 کارهای دارای دیرکرد تعداد کردن حداقل مسئله حل یبرا گرید

 .بردند بهره ریپذ انعطاف اتیعمل و نابعم با فلوشاپ کی در

 در که گرفتند نظر در را ينیماش دو فلوشاپ ،[ 19] میک و یچو

یعني هر کار باید یک  .شود يم وارد فلوشاپ به دومرتبه کار هر آن

مرتبه روی ماشین یک و سپس ماشین دو پردازش شود و دوباره 

سئله با استفاده تکرار شود. آنها میزان مجموع دیرکرد را در این م

[ ، مسئله 82از روش شاخه و کران حداقل کردند. چوی و لي ]

حداقل کردن تعداد کارهای دارای دیرکرد در یک هیبرید فلوشاپ 

ای را با استفاده از روش شاخه و کران حل کردند. آنها  دو مرحله

های بزرگ یک الگوریتم ابتکاری دو  برای حل مسئله در اندازه

                                                 
4.Branch-and-Check 
5  . Multiple-choice 
6.Forwards Greedy Algorithms 
7.Deadline 
8.Secondary Resource 
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ي کردند. فلوشاپ آنها شامل دو مرحله بود که در ای معرف مرحله

ماشین  M2ماشین موازی و یکسان و مرحله دوم  M1مرحله اول 

 موازی و یکسان وجود داشت.

[ ، مسئله فلوشاپي را مطالعه کردند که در 81موشیف و ساریگ ]

آن کارها نیاز به دو عملیات داشتند. عملیات اول برروی تک 

ین بحراني( و عملیات دوم بر روی یکي از ماشین مرحله اول )ماش

M پذیرد. آنها برای حل مسئله  ماشین مرحله دوم صورت مي

ای کاذب و  ریزی پویای چند جمله مورد نظر یک الگوریتم برنامه

یک الگوریتم ابتکاری موثر ارائه کردند. هدف این مقاله حداقل 

 کردن وزني تعداد کارهای دارای دیرکرد بود.

ه مشاهده شد، مسئله حداقل سازی تعداد کارهای همانطور ک

های  دارای دیرکرد برروی فلوشاپ جایگشتي با دو ماشین و زمان

ورود غیر همزمان کارها در ادبیات موضوع مشاهد نگردید. لذا در 

گیرد و برای حل سریع  این مقاله این مسئله مورد بررسي قرار مي

ب بهینه یک روش آن یک روش ابتکاری و برای پیدا کردن جوا

 شود. شاخه و کران ارائه مي

ادامه مقاله به این صورت سازماندهي شده است. در بخش دوم 

شود، در بخش سوم رویکرد حل  مسئله مورد نظر معرفي مي

شود، در بخش چهارم نتایج محاسباتي ارائه  مسئله بیان مي

گیری و تحقیقات آینده  شود و در پایان در بخش پنجم نتیجه مي

 شوند. رائه ميا

 
 . تعریف و پیچیدگی مسئله6

در این بخش، مسئله حداقل سازی تعداد کارهای دارای دیرکرد 

برروی فلوشاپ جایگشتي با دو ماشین و ورود غیر همزمان کارها 

 .شود به همراه پارامترها، متغیرها و فرضیات مسئله ارائه مي

د بر روی دو همانطور که در مقدمه اشاره شد، این مسئله با تاکی

ماشین در ادبیات موضوع مشاهده نشده است، لذا در این مقاله 

کار  nشامل  Nگیرد. مجموعه  مسئله مذکور مورد بررسي قرار مي

باشد. این کارها باید برروی دو  مي N={1,2,3,…,n}مستقل 

 ماشین پردازش شوند. 

تمام کارها ابتدا بر روی ماشین اول و سپس بر روی ماشین دوم 

شوند. همچنین هرکاری که برروی ماشین اول زودتر  ردازش ميپ

شود. به  پردازش شود بر روی ماشین دوم هم زودتر پردازش مي

 عبارت دیگر برنامه کاری دو ماشین مشابه هستند. 

کارها دارای ورود غیر همزمان هستند و هر کار در زمان خاصي 

 1زمان در دسترسباشد که به آن  برای انجام پردازش در اختیار مي

باشد که در  شود. هدف پیدا کردن یک توالي از کارها مي گفته مي

آن تعداد کارهایي که دارای دیرکرد هستند حداقل شوند. این 

                                                 
1.Release Time 

مسئله با فرض ورود غیر همزمان کارها تاکنون به صورت بهینه در 

بیشتر از یک ماشین حل نشده است، در این مقاله این مسئله بر 

دو ماشین و به صورت بهینه حل و الگوریتمي روی فلوشاپ 

شود. این  ابتکاری نیز برای حل مسائل با اندازه بزرگ ارائه مي

شود.  نمایش داده مي P2|rj|ΣUjمسئله از این به بعد با نماد  

 نمادهای مورد نیاز این مسئله در زیر بیان شده است: 

 
N ،مجموعه کارها :N={1,2,3,…,n}  کهn ها تعداد کل کار

 است.
 

m اندیس ماشین : m=1,2 

rj  زمان در دسترس کار :j ام j=1,2,3,…,n 

Pmj زمان پردازش کار :j ام روی ماشین

mام 
j=1,2,3,…,n & m=1,2 

Pm[j]  زمان پردازش کار در :

 امmام روی ماشین jموقعیت 
j=1,2,3,…,n   &   m=1,2 

dj  موعد تحویل کار :jام j=1,2,3,…,n 

Cmj ان تکمیل کار : زمj ام روی

 امmماشین 
j=1,2,3,…,n   &   m=1,2 

Cm[j]  زمان تکمیل کار در :

 امmام روی ماشین jموقعیت 
j=1,2,3,…,n   &   m=1,2 

 

(1) C2[j]=Max(C1[j]+ P2[j], C2[j-1]+ P2[j]) 

 
T[j]  کار در موقعیت  8: میزان دیرکردjام     

 

 
j=1,2,3,…,n 

(8) T[j]=Max{0, C2[j]- dJ[j]} 
 

Uj : اگرdj ≥ C2j  صورت  این و در غیر 2برابر با

 1 برابر با

j=1,2,3,…,n 

σL توالي جزئي از کارهای چیده شده در :

 Lگره 

 

σL مجموعه کارهای چیده نشده در گره :L 

J[i]  کار چیده شده در موقعیت :iام توالي 

 

NT(σL) ارای دیرکرد در توالي جزئي : تعداد کارهای دσL  که از رابطه زیر به

 آید دست مي

 

                                                 
2.Tardiness  
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(1) NT(σL)=  
 

NT(σ′L): تعداد دیرکرد برای کارهایي که در توالي جزئي σL :قرار ندارند 

 

(8) NT(σ′L)= 
 

σ′L-MOORE m: لي جزئي حاصل از مجموعه تواσL  با استفاده از

 .m    ،m=1,2الگوریتم مور بر روی ماشین 

در این مقاله فرض شده است که تمام کارها بدون انقطاع انجام 

باشد، به شوند. همچنین بیکاری عمدی برای ماشین مجاز ميمي

توان انجام کاری را که در دسترس است به صورت  عبارت دیگر مي

ه تعویق انداخت و ماشین برای مدتي بیکار بماند تا کار عمدی ب

 دیگری برای پردازش برسد.

فرض بیکاری عمدی موقعي که کارها دارای زمان ورود غیر 

تواند باعث کاهش تعداد کارهای دارای دیرکرد  همزمان هستند مي

باپتیست و  کند. شود هرچندکه حل مسئله را دشوارتر مي

است  NP_hardمسئله  rj|ΣUj|1مسئله  همکاران نشان دادند که

     P2|rj|ΣUjمسئله  [. از آنجا که این مسئله تقلیل یافته11]

  NP_hardباشد، بنابراین آن هم حداقل دارای پیچیدگي مي

 است. 

 
 . مدل برنامه ریزی خطی 9-6

ریزی خطي عدد صحیح مختلط مسئله  در این بخش مدل برنامه

ابتدا متغیرها و پارامتر مورد استفاده در  شود. در مورد نظر ارائه مي

شوند. سپس مدل طراحي شده ارائه و تابع  مدل شرح داده مي

 شوند. های مدل تشریح مي هدف و محدودیت

xi[j]  اگر کارi  در موقعیتj ام پردازش شود

 یک و در غیر این صورت صفر است. 
 

i,j=1,2,3,…,n 

M یک عدد بزرگ : 
 

 

 ریزی عدد صحیح مختلط مدل برنامه .9-9-6

 

(3)  Minimize NT=  

 

  s.t. 

(4)  
 

(5)  
 

(2)  
 

(7)  
 

(1)  
 

(1)  
 

(99)   

(99)  
 

(96)   

(93)   

(94)   

 
کند که کلیه کارها حتماً یک مرتبه در یکي  تضمین مي (6رابطه )

دهد که هر موقعیت  ( نشان مي7موقعیت قرار بگیرند. رابطه ) nاز 

(، زمان 9( و )2حتماً باید شامل یک کار باشد. محدودیت ) jمانند 

کند. محدودیت  تکمیل کارها را بر روی ماشین اول تعیین مي

کمیل کارها بر روی ماشین ی زمان ت ( معین کننده11( و )12)

را تعیین  ( حدود متغیر 14( تا )18باشند. روابط ) دوم مي

( شرایط متغیرهای مساله را 16( تا )15های ) ماید. محدودیتن مي

 دهند. نشان مي

است، لذا برای حل مدل  NP-hardاز آنجا که اثبات شد این مدل 

در بخش بعدی رویکرد  از روش شاخه و کران استفاده شده است.

 شود. حل مسئله توضیح داده مي

 
 . رویکرد حل 3

 NP_hardبه صورت  P2|rj|ΣUjاز آنجائي که پیچیدگي مسئله 

است، لذا منطقي است که برای حل بهینه مسئله از روش شاخه و 

کران استفاده نمود. در روش شاخه و کران از حدود بالا و پایین 
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کردن  1استفاده شده، تا بتوان با قطعمناسب و اصول غلبه کارایي 

ها در زمان مناسب به جواب بهینه دست یافت. در سریع شاخه

شود که به علت عملکرد ادامه یک الگوریتم ابتکاری معرفي مي

خوب آن، به عنوان حد بالا در روش شاخه و کران نیز استفاده 

 شده است. 

 

 H1الگوریتم ابتکاری . 9-3

منجر به  ΣUj||1هاجسون برای مسئله  -اجرای الگوریتم مور

[. لذا با الهام از این الگوریتم، برای مسئله 5شود ]جواب بهینه مي

P2|rj|ΣUj  یک الگوریتم ابتکاری به نامH1 ارائه شده است. قدم-

 به صورت زیر است:H1 های الگوریتم

( EDD8ابتدا کارها به صورت زودترین موعد تحویل ) (1

 مرتب شوند.

و با توجه  به زمان در  EDDبراساس ترتیب سپس کارها  (8

، به ماشین اول و دوم تخصیص داده (rj)دسترس هر کار 

 شود.شوند و زمان تحویل هر کار محاسبه مي

باشد، از ابتدای  iدار در موقعیت اگر اولین کار دیرکرد (3

هر دفعه یکي از کارها حذف شده و  iترتیب تا موقعیت 

به  iتم کار در موقعیت میزان صرفه جویي در زمان خ

شود. کاری که حذف آن منجر به بیشترین دست آورده 

بر روی ماشین  iکاهش در زمان ختم کار در موقعیت 

شود در آخر توالي قرار گرفته و این کار دارای دوم مي

دیرکرددار است. هر موقع کاری به آخر توالي برده مي

ي اولین کار شود. )یعنشود از تعداد کل کارها یکي کم مي

گیرد و دومین کار حذف حذف شده در آخر توالي قرار مي

و به همین ترتیب  n-1شده در مرحله بعدی در موقعیت 

 محل کارهای دارای دیرکرد بعدی مشخص مي شود.( 

،  مادامي که کار 3و  8برای بقیه کارها مجددا قدم های  (4

 شوند.دیرکرددار یافت شود اجرا مي

 

دهد که این الگوریتم کارائي خوبي دارد. دو مينتایج عددی نشان 

نیز مورد بررسي قرار  H3و  H2های الگوریتم ابتکاری دیگر به نام

، به جای کار حذف شده در قدم سوم الگوریتم H2اند. در گرفته

H1 کار با بیشترین زمان پردازش روی ماشین اول و دوم حذف ،

 شود. مي

شود. در حذف مي P1j+P2jبه عبارت دیگر کاری با بیشترین 

کار با بزرگترین زمان پردازش روی ماشین دوم  H3الگوریتم 

 H1شود. از آنجا که الگوریتم  حذف شده و به آخر توالي برده مي

                                                 
1.fatom 
2.Earliest Due Date 

نسبت به دو الگوریتم دیگر کارایي بهتری داشته، از آن به عنوان 

 الگوریتم برتر و همچنین به عنوان حد بالا استفاده شده است.

 . الگوریتم شاخه و کران6-3
از روش  P2|rj|ΣUjبرای به دست آوردن جواب بهینه مسئله 

شاخه وکران استفاده شده است. در این الگوریتم هر گره از 

دهد. علاوه بر  را نشان مي درخت جستجو یک توالي جزئي 

بندی شده، تابع هدف توالي  این هر گره شامل تعداد کارهای زمان

، یک تخمین برای تابع هدف کارهای چیده شده  جزئي

کارهای چیده نشده( و یک حد  NTچیده نشده )تخمیني از 

پایین به صورت جمع تابع هدف تخمیني برای کارهای چیده 

 باشد .   نشده و تابع هدف توالي جزئي چیده شده مي

ن استفاده شده و در آ 3برای شاخه زدن از روش جستجوی عمقي

به عنوان حد بالا استفاده شده  H1از سه حد پایین و از الگوریتم 

است. همچنین چندین اصل غلبه برای افزایش کارائي روش ارائه 

 شده است. 

، ام الگوریتم با توالي جزئي کارهای kدر سطح 

بندی نشده  های جدید، از طریق اضافه شدن کارهای زمان شاخه

بایستي  آیند که این کارها مي به وجود مي به آخر توالي 

شرایط زمان ورود و اصول غلبه را ارضا کرده باشند. هنگامي که 

یک  ریزی وجود نداشته باشد، توالي  هیچ کاری برای برنامه

بندی کامل خواهد بود و گره مد نظر به آخرین سطح خود  زمان

تجو میزان تابع هدف برای رسیده است. در طي فرایند جس

بندی یافت شده تاکنون با حد پایین مقایسه و به  بهترین زمان

 شود. هنگام مي

 

 به صورت زیر است:  P2|rj|ΣUjیک حد پایین برای مسئله :  9لم 

 

(15) LB1= NT(σL)+ NT(σ′L-MOORE2) 
 

رد در توالي جزئي تعداد کارهای دارای دیرک NT(σL)که در آن 

σL  وNT(σ′L-MOORE2)  تعداد کارهای دارای دیرکرد در توالي

σ′L-MOORE2 باشد. که این توالي بر اساس الگوریتم مور و از  مي

 آید. روی ماشین دوم به دست مي

وکارهای  σL،کارهای چیده شده با  Lای مثل  در گره اثبات:

شامل دو  LB1ین شوند. حد پای نشان داده مي L′σچیده نشده با 

 باشد.  قسمت مي

قسمت اول تعداد کارهای دارای دیرکرد از توالي جزئي چیده شده 

σL باشد و با  ميNT(σL) شود. قسمت دوم تخمیني  نشان داده مي

                                                 
3. Back-Tracking 
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است  L′σاز تعداد کارهای دارای دیرکرد از کارهای چیده نشده 

 شود.  نشان داده مي NT(σ′L-MOORE2)که با 

هاجسون در تک ماشین به -ستفاده از روش موراین تخمین با ا

آید و برای این منظور فقط از زمان پردازش کارها روی  دست مي

شود. فرض کنید زمان در  استفاده مي P2iماشین دوم یعني 

و  Aروی ماشین اول  L′σدسترس بودن برای شروع مجموعه 

باشد. زودترین زمان شروع کارهای مجموعه  Bروی ماشین دوم 

L′σ  روی ماشین دوم برابر باS ( به دست 12است که از رابطه )

 آید. مي
 

(16) S=  

 

شود و  از آنجا که در این روش فقط ماشین دوم در نظر گرفته مي

اثر ماشین اول در ایجاد بیکاری روی ماشین دوم نادیده گرفته 

های دارای دیرکرد به دست آمده از شده است، بنابراین تعداد کار

هاجسون یک حد پایین برای تعداد کارهای دارای  -روش مور

است. با جمع این مقدار از تعداد کارهای  L′σدیرکرد مجموعه 

، یک σLدارای دیرکرد با تعداد کارهای دارای دیرکرد مجموعه 

نمایش داده  LB1آید که با  حد پایین برای مسئله به دست مي

 د. شو مي
  دهد. نمایي از این حد پایین را نشان مي 1شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 9: نمایی از حد پایین لم9شکل 
 

 :به صورت زیر است  P2|rj|ΣUjیک حد پایین برای مسئله :  6لم 

 

(17) LB2= NT(σL)+ NT(σ′L-MOORE1)   

 
NT(σL)  آید.  شین اول به دست مياست که از روی ما 1مشابه لم

زمان  از هاجسون-الگوریتم موربر اساس  L′σکارهای مجموعه 

شوند. همچنین برای به دست آوردن آخرین  چیده مي Aشروع 

مقدار کوچکترین مدت زمان  L′σکار چیده شده در مجموعه 

 شود. به آن اضافه مي L′σپردازش روی ماشین دوم از مجموعه 

    .1: مشابه لم اثبات

 P2|rj|ΣUj: برای به دست آوردن یک حد پایین در مسئله 3لم 

 مي توان به صورت زیر عمل کرد:

 σLتعداد کارهای دارای دیرکرد در توالي جزئي چیده شده 

های قبل محاسبه شود. برای تخمین تعداد کارهای همانند لم

 به صورت زیر عمل شود. σ′Lدارای دیرکرد در مجموعه

(12) LB3= NT (σL) +NT (σ′L) 

(19) NT (σ′L) =  

 

 برابر است با، که 

 

(82) 
 

 

های پردازش  یکبار بر اساس زمانσ′L اگر کارهای مجموعه 

و به ترتیب از زمان ماشین اول و یکبار هم بر اساس ماشین دوم 

چیده شوند برای هر موقعیت دو زمان تکمیل به  Bو  Aشروع 

آید که حداکثر بین هر دو، به عنوان زمان تکمیل کار در  دست مي

نمایش  C[i]شود و به صورت  موقعیت مربوطه در نظر گرفته مي

به ترتیب  L′σشود. از طرف دیگر اگر کارهای مجموعه  داده مي

EDD  و موعد تحویل به دست آمده به صورت چیده شوندd[j] 

توان دیرکرد هر موقعیت را به صورت زیر  نمایش داده شود مي

 محاسبه نمود،

 

(81) =MAX {0 , C[i] – Minj ≥ i (d[j])} 
 

شود، به تعداد کارهای  هرگاه برای یک موقعیت 

شود و زمان ختم آن  تخمیني یکي اضافه مي دارای دیرکرد

شود  باشد مقایسه مي موقعیت با زمان تحویل بعدی که بزرگتر مي

   یابد. و این عمل برای تمام موعدهای تحویل ادامه مي

با توجه به  LBلازم به یادآوری است که حد پایین مسئله، یعني 

 آید.( به دست مي84سه حد پایین گفته شده بر اساس رابطه )

 

(88) LB=MAX {LB1, LB2, LB3] 

 

از مجموعه کارهای چیده نشده برای i کار  L: اگر در گره 4لم 

در این موقعیت دارای  iانتخاب شود وکار  σLچیدن در انتهای 

در آخر  iای وجود دارد که در آن  کار  دیرکرد شود، جواب بهینه

 گیرد. توالي قرار مي
 

 

  

     

B  A 

σ′L-MOORE2

S

M1

M2



 قاسم مصلحی، علی حکیمیان و مصطفی ابویی اردکان              ...حداقل کردن تعداد کارهای دارای دیرکرد در مسئله دو ماشین              312

  44شماره شماره   --6633جلد جلد   --93193199  اسفنداسفندنشریه بین المللی مهندسی صنایع و مدیریت تولید،  نشریه بین المللی مهندسی صنایع و مدیریت تولید،  

 

 

 

 

 
   

 

 

 

 4: نمایی از اصل غلبه لم  6شکل 

 

: واضح است که با انتقال کار دیرکرددار به آخر، زمان ختم اثبات

یابد و حتي ممکن است کاهش هم پیدا  بقیه کارها افزایش نمي

کردن تعداد کند. بنابراین با توجه به این که تابع هدف حداقل

، موجب افزایش تعداد کارهای دارای دیرکرد یک تابع منظم است

  شود. کارهای دارای دیرکرد نمي
 

حتماً یک جواب بهینه وجود  87تا  85: با برقراری شروط 5لم 

 پردازش شود. iباید بعد از کار  jدارد که کار 
 

(83) Ri=mink€σ’{rk}    

(84) ri  ≥A  ,rj ≥ ri+P1i 

(85) ri + P1i + P2i ≤ rj+P1j 

چیده شده باشند و دو  σL: هنگامي که کارهای مجموعه اثبات

( را نیز 87( تا )85کار دارای کوچکترین زمان ورود بوده و روابط )

انجام شود چون انجام و یا  jباید قبل از  iبرآورده کنند مسلماً کار 

تاثیری ندارد و بنابراین برای  jدر زمان شروع کار  iانجام کار  عدم

 jحتماً باید قبل از کار  iکاهش تعداد کارهای دارای دیرکرد، کار 

و  ijهای تکمیل دو توالي جزئي انجام شود. برای این منظور زمان

ji  بعد ازσL ( محاسبه مي89( و )82به صورت روابط ) .شود 

 

(86) C2 (σLij) = rj+ P1j + P2j 

(87) C2 (σLji)= rj+ P1j + Max (P1i, P2j) + P2i 
 

، بنابراین C2(σLji) > C2 (σLij)شود که   به سادگي دیده مي

   پردازش شود. jباید قبل از  iکار 

دیرکرد نداشته  σLjiو  σLijدر دو توالي  j , i : اگر دو کار 6لم 

ای ( برقرار باشد. آنگاه جواب بهینه31( و )32باشند و روابط )

 شود.پردازش مي iبعد از  jوجود دارد که در آن کار 

(82) C1 (σLji) ≥ C1 (σLij) 

(89) C2 (σLji) > C2 (σLij) 
 

ذکر شده، زمان تکمیل توالي جزئي  : با توجه به شرایطاثبات

σLij  بر روی هر دو ماشین بدتر از زمان تکمیل توالي جزئيσLji 

سبب به تعویق افتادن شروع  σLijباشد. بنابراین توالي نمي

-شود و با توجه به این که تابع هدف حداقلکارهای بعدی نمي

کردن تعداد کارهای دارای دیرکرد یک تابع منظم است، توالي 

σLij شود.موجب افزایش تعداد کارهای دارای دیرکرد نمي  

 

 . نتایج محاسباتی4

الگوریتم شاخه و کران و الگوریتم ابتکاری در زبان برنامه نویسي 

Visual Basic 6 2اند و بر روی یک کامپیوتر با کدنویسي شده 

GB of RAM اند. برای بررسي کارائي روش ارائه شده اجرا شده

صورت تصادفي و با استفاه از روش اشاره شده در  مسائلي به

 اند.[ تولید شده16مرجع ]

 ]1و75[های پردازش از توزیع یکنواخت گسسته در فاصله زمان

اند. مقادیر موعد تحویل از توزیع یکنواخت گسسته در  تولید شده

( زیر 38از رابطه ) Pآید که مقدار به دست مي (Pα , Pβ)بازه 

 شود.حاصل مي
 

(32) 
P=(1/n)* 
[ ] 

 

که به ترتیب حد پایین و حدبالای موعدهای تحویل  βو  αمقادیر 

به  α∈{0.4 , 0.6}  β∈{0.8 , 1}دهد از دو مجموعهرا نشان مي

 آیند.دست مي

 از توزیع یکنواخت گسسته  riزمان های در دسترس بودن یعني 

U (P𝛿 ,P𝜀) ولید شده که برای ت𝛿  مقدار صفر و برای𝜀  مقادیر

ها دو گروه  اند. برای دادهدر نظر گرفته شده {0.25 , 0.05}

Low  وHigh است. پارامترهای  در نظر گرفته شدهLow  به

 

 j  

  j  

 ’   

 ’   
لم  کاربرد

4 

 

 j  

   j  

 ’   

 ’   

B  A  
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 , α=0.4)به صورت  Highو  (α=0.6 , β=0.8 , ε=0.05)صورت 

β=1 , ε=0.25) [. مسائل گروه 16اند ]تولید شدهHigh  دارای

باشند. به  مي Lowشرایط بسیار پویاتری نسبت به مسائل گروه 

تری نسبت به  مسائل سخت Lowعبارت دیگر مسائل گروه 

های بین دو گروه  تفاوت 1باشند. جدول  مي Highمسائل گروه 

 دهد. مسئله را نشان مي

 

 ]92[های بین دو گروه مسئله تولید شده  تفاوت. 9جدول 

 پارامتر تاثیرگذار High گروه Lowگروه 

کارها در یک بازه زماني کوچک و نزدیک به زمان شروع 

 گیرند. ریزی شده در دسترس قرار مي برنامه

تر از زمان شروع  کارها در یک بازه زماني بزرگ که طولاني

 گیرد. باشد در دسترس قرار مي شده ميریزی برنامه
rj 

 dj های تحویل باز بازه زمان  های تحویل فشرده بازه زمان

 dj های تحویل متفاوت زمان های تحویل مشابه زمان

 تعداد کارهای دارای دیرکرد بیشتر تعداد کارهای دارای دیرکرد کمتر
تعداد کارهای دارای 

 دیرکرد

 
های ارائه شده مسائلي با تعداد  همچنین برای بررسي کارائي روش

اند و در نهایت در  شده نمونه تولید 82و از هر مسئله  34تا  2کار 

نمونه مسئله حل و برای هر مسئله محدودیت  342این تحقیق 

است و در این مدت  نظر گرفته شدهثانیه در  3622زماني برابر 

زمان اگر جواب بهینه توسط روش شاخه و کران به دست نیاید 

 شود.      روند اجرای الگوریتم شاخه و کران قطع مي

 8دهد. در جدول  دو گروه را نشان مينتایج هر  3و 8جداول 

حل  Lowمسائل برای گروه  3و در جدول   Highمسائل در گروه

[ جهت بررسي عملکرد الگوریتم 15بولفین و هلاه ]اند.  شده

Z ابتکاری از شاخص 
heu/ Z

opt  استفاده نمودند که در آنZ
opt  و

Z
heu  بتکاری با هدف ترتیب جواب بهینه و جواب الگوریتم ا به

∑(1-Ui) که حداقل مقدار این شاخص  باشند. با توجه به این مي

انحراف "باشد بنابراین در ستون  مي 1ها برابر با  در تمام دسته

مقادیر متوسط و حداکثر  "جواب الگوریتم ابتکاری از جواب بهینه

 شاخص ارائه شده است.

 
 Highگروه  -( و ابتکاریB&B. نتایج برای الگوریتم شاخه و کران )6جدول 

 
 )ثانیه( زمان های اجرا

 
 شده طیتعداد گره های 

*تعداد مسائل 

حل نشده توسط 
B&B 

انحراف جواب الگوریتم 

 ابتکاری از جواب بهینه

تعداد 

 کارها
 حداکثر متوسط حداقل

 حداکثر متوسط حداقل 

 
 حداکثر متوسط

2 2022 2022 2022 

 

12 42 122 

 

2 101 1033 

18 2022 2021 2029 

 

15 588 6661 

 

2 1026 1085 

16 2022 2018 1064 

 

43 5755 26199 

 

2 1029 1012 

82 2022 2025 13042 

 

81 36832 528552 

 

2 1022 1013 

84 2022 9045 126085 

 

49 386199 6434872 

 

2 1029 1088 

86 2023 852031 8622058 

 

547 11424289 79258969 

 

2 1011 1082 

82 2021 389022 8527028 

 

466 11761219 27285941 

 

2 1022 1012 

32 2023 195019 3128026 

 

1866 6312982 123548892 

 

1 101 1088 

38 2025 158021 938028 

 

981 4681481 33426934 

 

1 1022 1018 

34 2023 529047 8329037 

 

748 15624441 54426657 

 

7 1027 1012 
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 Lowگروه  –( و ابتکاری B&Bبرای الگوریتم شاخه و کران ) نتایج .3جدول 

 
 )ثانیه( زمان های اجرا

 
*تعداد مسائل  شده طيتعداد گره های 

حل نشده توسط 
B&B 

انحراف جواب الگوریتم 

تعداد  ابتکاری از جواب بهینه

 کارها
 حداکثر متوسط حداقل  حداکثر متوسط حداقل

 حداکثر متوسط  

2 2 2 2028 

 

11 168 516 2 1022 1042 

18 2 2023 2011 

 

13 1422 5912 2 1027 1013 

16 2 2039 93019 

 

31 393982 4822131 2 1026 1012 

82 2 326083 3452093 

 

85 12673965 126445911 2 1024 1013 

84 2 372036 1422047 

 

36 18272398 47122225 7 1027 1011 

86 2 176063 796016 

 

48 6199617 87841337 13 1022 1088 

82 2 25031 451029 

 

42 8724932 14638875 14 1025 1014 

 
Z  متوسط شاخص  3و  8در جداول 

heu/ Z
opt   11/1حداکثر 

باشد و در مقایسه با تحقیقات دیگر مربوط به تعداد  برابر مي

ی  که نشان دهنده[، عدد کوچکي است 88کارهای دیرکرددار ]

 کارآیي بالای الگوریتم ابتکاری است.

دهد که الگوریتم شاخه و کران پیشنهادی قادر نتایج نشان مي

کار در گروه  82و  Highکار در گروه  82است مسائلي را تا اندازه 

Low  را بطور کامل در زمان منطقي حل نماید و نیز الگورریتم

است تا اکثر مسائل را به طور های کوچک قادر ابتکاری در اندازه

تواند های متوسط با تقریب مناسبي ميبهینه حل نماید و در اندازه

 مسائل را حل نماید. 

 djو  rjدهد که با بزرگ شدن بازه  این، نتایج نشان مي علاوه بر

های حل شده در روش شاخه و کران کاهش زمان حل و تعداد گره

کردن تعداد کارهای دارای  یابد. از آنجا که مسئله حداقل مي

    دیرکرد برروی فلوشاپ دوماشین تا کنون با هیچ فرضي با 

توان به کار های بهینه حل نشده است برای مقایسه نتایج ميروش

حریری و پتس اشاره کرد که آنها همین مسئله را برروی یک 

ماشین و بدون فرض دسترسي حل کردند. آنها  Mفلوشاپ 

کار و  85ماشین تعدادی از مسائل با  8وشاپ با توانستند برای فل

کار  را حل  85ماشین تعداد اندکي از مسائل با  3برای فلوشاپ با 

 کنند.

نتایج اجرای الگوریتم ابتکاری برای مسائل با  5و  4در جداول 

نمونه اجرا  122اندازه بزرگ ارائه شده است. در هر مسئله تعداد 

 شده است. 

که الگوریتم ابتکاری پیشنهادی قادر به حل  دهد نتایج نشان مي

 Highثانیه برای مسائل گروه  14مسائل بزرگ در زماني کمتر از 

 باشد. مي  Low ثانیه برای مسائل گروه  38و 

 

  -نتایج برای الگوریتم ابتکاری  .4جدول شماره 

 Highمسائل گروه 

تعداد 

 کارها

 زمان های اجرا )ثانیه(

 ثرحداک متوسط حداقل

822 2022 2013 2017 

422 2072 1025 1033 

622 8031 3023 3064 

222 5053 7012 2064 

1222 11016 13092 16037 

 

  -نتایج برای الگوریتم ابتکاری  .5جدول شماره 

 Lowمسائل گروه 

 تعدادکارها
 زمان های اجرا )ثانیه(

 حداکثر متوسط حداقل

822 2088 2085 2032 

422 1064 1025 8026 

622 5062 6013 6055 

222 18097 14046 19048 

1222 85055 38022 43046 

 
 گیری و پیشنهادات . نتیجه5

بندی فلوشاپ  یعني زمانP2|rj|ΣUj دراین مقاله مسئله 

های ورود غیر همزمان و هدف  جایگشتي دو ماشین با زمان

ر حداقل کردن تعداد کارهای دارای دیرکرد مورد بررسي قرا

است. از  NP-hardشد که این مسئله  گرفت. در ابتدا نشان داده

کران و یک الگوریتم ابتکاری برای حل  و این رو یک الگوریتم شاخه

 آن ارائه شد.
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در روش شاخه و کران سه حد پایین و سه اصل غلبه ارائه گردید.  

مسئله نمونه مورد  342کارایي و عملکرد الگوریتم با حل تعداد 

قرار گرفت. نتایج محاسباتي نشان داد که الگوریتم بررسي 

و  Highفعالیت در مسائل گروه  82کران مسائل با ابعاد  و شاخه

را بطور کامل حل نموده است  Lowفعالیت در مسائل گروه  82

دهد. علاوه بر آن  که این امر کارآیي رویه ارایه شده را نشان مي

ه به ابتکاری با هدف نشان داده شد که متوسط نسبت جواب بهین

∑(1-Ui)  ی عملکرد  باشد که بیان کننده برابر مي 11/1حداکثر

 بالای الگوریتم ابتکاری است. 

بالایي برخوردار  قابلیتاز آنجا که الگوریتم ابتکاری معرفي شده از 

است و از این الگوریتم به عنوان حد بالا در روش شاخه و کران 

شود برای بهبود روش شاخه و  مي استفاده شده است، لذا پیشنهاد

کران حدود پایین و اصول غلبه جدیدی ارائه شود. در نظر گرفتن 

فرض زوال پذیری کارها در مسئله مورد بررسي از مسائل جالب 

آید. از آنجا که مسئله مورد  برای ادامه تحقیقات به حساب مي

شود از  بررسي تا کنون با هیچ روشي حل نشده است پیشنهاد مي

های فراابتکاری برای حل مسئله در ابعاد بزرگ استفاده  الگوریتم

 شود.
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