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Keywords                                                  1ABSTRACT 

 
 

Being one of the major research fields in the robotics discipline, the 
robot motion planning problem deals with finding an obstacle-free 
start-to-goal path for a robot navigating among workspace obstacles. 
Such a problem is also encountered in path planning of intelligent 
vehicles and Automatic Guided Vehicles (AGVs). Traditional (exact) 
algorithms have failed to solve the problem effectively since it is 
proven that the complexity of the problem is NP-hard. Consequently, 
several heuristic algorithms have been developed for solving the 
problem, among which the Genetic Algorithms (GA) evolutionary 
approach has been increasingly utilized. In this paper, a new GA-
based method has been developed to improve the drawbacks of 
current GA methods regarding fixed chromosome string size and 
limitations in the crossover and mutation operators. In this method, 
first the workspace is tessellated via the Delaunay triangulation, and 
a set of paths are created using the powerful Rapidly-exploring 
Random Trees (RRT) and smoothed. As a result, a population of 
variable-length chromosomes is obtained, which is a novelty in the 
field. Next, these solutions are improved further by using new 
selection, crossover and mutation operators, in which the 
triangulation plays a pivotal role. Extensive Simulations of the 
algorithm showed that the obtained path lengths are averagely 25% 
shorter than those found by the pure RRT method. 
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�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƥźŰŤƯ�ƥźŰŤƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�źŝ�ƾƴŤŞƯ�ŶƿŶū�ƾƃƹŹ�źŝ�ƾƴŤŞƯ�ŶƿŶū�ƾƃƹŹ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƮŤƿŹƺĮƫř
řŹō�ƩƺƏ�Śŝ�ƦǀŤƳĥřŹō�ƩƺƏ�Śŝ�ƦǀŤƳĥŠƿŠƿƜŤƯ�ƜŤƯ�ǀǀźź��

��
ƾŰǀƀƯ�žĜǀƫř**Źƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ���ƹ�ƽŶƗŚſ�řźǀưſ  ��

��
ŶǀƬĩ�šŚưƬĩƽ� ������������������������������������ƵŶǀĪģ�����

ƶųŚƃ� Żř�ƾƨƿ�ƮƬƗ� Źŵ�ƾţŚƤǀƤŰţ�ƮƸƯ�ƽŚƷƶƯŚƳźŝ� �ƦǀţŚŝƹŹ���Ʊō�ƝŶƷ�ƶƧ�Ţſř�šŚŝƹŹ�ŢƧźů�ƽżƿŹ
ƿƲŤƟŚƀƯ�ǀźƽƸŝ�ǀƶƴŹŚƗ�ƹ�ƝŶƷ�ƶŝ�ƕƹźƃ�ƶƐƤƳ�Żř�ƽŰƯ�Źŵ�ŵƺūƺƯ�ƖƳřƺƯ�Śŝ�ƭŵŚƈţ�Żř�ǀƎŢſř�šŚŝƹŹ���

�ƹ�ŶƴưƃƺƷ�ƶǀƬƤƳ�ƪƿŚſƹ�źǀƀƯ�ƽżƿŹ�ƶƯŚƳźŝ�Źŵ�ƽř�ƶƬŘƀƯ�ƲǀƴģAGV��ŵƺƃ�ƾƯ�ŭźƐƯ�żǀƳ�ŚƷ���Żř
ř�Ţſř�ƵŶƃ�ŢŝŚŧ�ƶĩ� ŚŬƳōƿƲ�ƕƺƳ�Żř�ƶƬŘƀƯ�NP-HardƯ�ƾ��ŶƃŚŝŹƺĮƫř�ƿƮŤ�ŚƷƽƸŝ�ǀƶƴŻŚſ�ƽŤƴſ�ƾ�

ƤƟƺƯǀŢŻ�ƿŵŚƽƵŵźĪƳ�Ŝƀĩ�Ʊō�ƪů� Źŵ��ŶƳř� �ƁƹŹ�ƪŗŚƀƯ�Ʋƿř�ƪů�ƽřźŝ� �ƶŬǀŤƳ� Źŵ��ƽŹŚƨŤŝř�ƽŚƷ
ƠƬŤŴƯƾř�Źŵ�ƶĩ�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƶƘſƺţ�ƿƲƬƯŚĪţ�ƽŚƸƃƹŹ�Żř�ƾƨƿ�ƱřƺƴƗ�ƶŝ�ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƁƹŹ��ƱŚǀƯ�ƾ�

ŵŚƠŤſř� ŵŹƺƯ� ƾƄƿřżƟř� ƽŶƳƹŹ� Śŝ� ŢǀƘưū� źŝ� ƾƴŤŞƯŢſř� ƶŤƟźĭ� Źřźƣ� Ƶ� ��ƖƟŹ�ŢƸū� �ƶƫŚƤƯ� Ʋƿř� Źŵ
ƧƾŤſŚ�ƽŚƷƁƹŹ��ŤƳĥ� ƽŚƷǀĨŵƹŶŰƯ� ƹ� śřƺū� ƶŤƃŹ� ƩƺƏ� Ʊŵƺŝ� ŢŝŚŧ� ŶƴƳŚƯ� ŵƺūƺƯ�ƿŢŚƷ�ƽ�

ƶƯŚƳźŝ� ƶƬŘƀƯ� ƪů� ƽřźŝ� ŶƿŶū� ƦǀŤƳĥ� ƮŤƿŹƺĮƫř� Ʀƿ� �ƊƿƺƘţ� ƹ�ƂƸū� ƽŚƷźĮƬưƗ��ŢƧźů� ƽżƿŹ
šŚŝƹŹ�ŝƹŹ�ƾƳŚƸū�ƽŚƌƟ�šŚƗǈƏř�ƲŤƃřŵ�Śŝ�ƭŚĮƴƸŝźǀƛ�Ǝƿřźƃ�Źŵ�ƥźŰŤƯ�ƽŚƷ�ƶƧ��Ţſř�ƵŶƃ�ƶŗřŹř�šŚ

ƴŝ�ŦƬŨƯ�Żř�žě�Ʊō�ŹŵŶƽŚƌƟ�ƽ�ƁƹŹ�ƶŝ�šŚŝƹŹ�Delaunay�ŢųŹŵ�ƁƹŹ�Śŝ�ƾƿŚƷ�śřƺū�ƶŤſŵ� �
�Ɩƿźſ�ƾƟŵŚƈţ�ƁƹŚƧ�RRT��ŻŚſŹřƺưƷ�ƹ�ƵŶƃ�ŵŚŬƿřƽƯ�ƾśřƺū�ƶŤƃŹ�ƩƺƏ�ƶĩ�ŶƳƺƃ�ŚƷ�źŝ���Ɲǈų

ŹƺĮƫřƿƮŤŚƷ�ƽŝŵř� Źŵ� ƵŶƃ� ƶŗřŹř�ǀšŚƜŤƯ�ǀźŢſř�� �� ƽŚƷźĮƬưƗ� Żř� ƵŵŚƠŤſř� Śŝ�žĜſ� ŶƿŶūū��ƂƸ
śřƺū�Ʋƿř��ƝŸů�ƹ�ƊƿƺƘţ��ƶĩ�ŶƳƺƃ�ƾƯ�Ƶŵřŵ�ŵƺŞƸŝ�ŚƷŹŵźĮƬưƗ�ƶſ�źƷ��Ŷƴŝ�ŦƬŨƯ�ƽř�ƿŵŚŬ�ƵŶƃ�

ƄƤƳƾƬĩ�ǀŶƽř�ƿŚƠƯ�ƾŶƴĩ����ƽŻŚſ�ƶǀŞƃ�şŵźŤƀĭ�ƶƧ�Ţſř�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ�ƮŤƿŹƺĮƫřƽŚƷźǀƀƯ�ƩƺƏ�ƶŝ�
�ŵƹŶů�Źŵ�ƎſƺŤƯ�ŹƺƏ�ƶŝ�ŶƿŶū�ƮŤƿŹƺĮƫř�Śŝ�ƵŶƯō�Ţſŵçê��śřƺū�ƶŝ�ŢŞƀƳ��Żř�ƵŶƯō�Ţſŵ�ƶŝ�ƽŚƷ

�ƁƹŹRRT�ƊŰƯ�źţ�ƵŚţƺƧƾƯ��ƃŚŝƴŶ���
��

æ��ƶƯŶƤƯÎ��
šŚŝƹŹ�ŚƷŶƿŶū� ƪƀƳ� ƽ�� ƽřźŝƱō�ƪƤŤƀƯ� ŹƺƏ� ƶŝ� ŶƴƳřƺŤŝ� ƶĩ��

�ŶƴưƃƺƷ�ƹ�ŹŚƧŵƺų� �Ŷƴƴĩ�ƪưƗŶƿŚŝ��ŵŚŬƿř�ŢǀƬŝŚƣř�ƶƯŚƳźŝƽ�řźŝƽ�

                                                 
ƩƺƇƹ�ŲƿŹŚţ��çç�è�íî��
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� źŤĩŵŹƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ� �ŵŚŤſřƿ� �ŹŚ�ƵŶƨƄƳřŵƴƸƯſŶƾŚƴƇ�ƿƖ�ƵŚĮƄƳřŵ� ��ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ
�Ʊřźƿř��barzinpour@iust.ac.ir 

ƽŶƗŚſ�řźǀưſ���ƶŤųƺƯō�ƂƳřŵſŚƴƃŹŚĩƾ��ŶƃŹř��ƵŶƨƄƳřŵſŶƴƸƯƾŚƴƇ�ƿƖ�ƵŚĮƄƳřŵ��
�Ʊřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�samira.saedi@gmail.com��

�Żř�ŢĩźůƿĨŵ�ƶƐƤƳ�ƶŝ�ƶƐƤƳ�ƿźĮ���ŶƴƃŚŝ�řŹřŵ�řŹŝ�ƶŹƺƏ�ƽƶĩř�ƿƲ�
ūźţ�ŢĩźůǀľŚŰƲĪưƯ�ŢƗźſ�źŨĩřŶů�Źŵ��ƹŵŹƺųźŝ�ƱƹŶŝ��ƖƳřƺƯ�Śŝ�
ƀƯ�ƩƺƏ�ŹŵǀźƀƯ�ƹ�ŶƃŚŝ�ǀź��ƪƇŚů�ƹ�ƵŚţƺƧ�ƱŚƨƯǇř�ƾŤů�ŹřƺưƷ

ě�ƱŚĪƯř�ƹ�ƵŵƺŝǀŚưƿƂƱō��ƎſƺţŶƃŚŝ�ƲĪưƯ�šŚŝƹŹ����
�ŠƬŘƀƯƶƯŚƳźŝ�ŹƿƽżšŚŝƹŹ�Ţĩźů�Ï��ŻŚǀƳ�ƲǀưƷ�ƶŝ�ƾƿƺĮŴſŚě�ŢƸū

� ƹ� Ŷƃ� ŭźƐƯ� ƶƷŵ� źųřƹř� ŻřæîìåƯ�ǀƽŵǈ� ƱřƺƴƗ� ƶŝ�ƿĪƾ�Żř�
ƯŻǀƶƴ��ƽŚƷƮƸƯţŚŝƹŹ�ƮƬƗ�Źŵ�ǀĨ��ƶūƺţ�ŵŹƺƯŢƟźĭ�Źřźƣ�ƱŚƤƤŰƯ�
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�ƾſŶƴƸƯ�ƪƿŚƀƯ�Żř�ƽŹŚǀƀŝ�ŢƤǀƤů�Źŵ�ƹ�Ţſř�ƵŶƄƳ�ƦǀţŚŝƹŹ�ƮƬƗ
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�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƥźŰŤƯ�ƥźŰŤƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ŚŝŶƿŶū�ƾƃƹŹŶƿŶū�ƾƃƹŹ���źŝ�ƾƴŤŞƯ�źŝ�ƾƴŤŞƯƮŤƿŹƺĮƫřƮŤƿŹƺĮƫř�����������������ƾŰǀƀƯ�žĜǀƫřƽŶƗŚſ�řźǀưſ�ƹ�Źƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ������������������������������æåæ��

  

���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳ���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳƱŚººŤƀŝŚţƱŚººŤƀŝŚţ��æèîåæèîå���ŶƬū��ŶƬū�çççç���ƵŹŚưƃ��ƵŹŚưƃ�çç  

�šŚŝƹŹ� ŢƧźů� ƽżƿŹ� ƶƯŚƳźŝ� ƶŝ� ƮǀƤŤƀƯ� źǀƛ� Śƿ� ƮǀƤŤƀƯ� ŹƺƏ� ƶŝ
ŶƳŹřŵ�ƍŚŞţŹř��ƾƯ�źƿŻ�ŭźƃ�ƶŝ�Ʊō�ŵźŝŹŚƧ�Ŷƴģ��ƶƳƺưƳ�ƱřƺƴƗ�ƶŝŶƃŚŝ���

 ƶƯŚƳźŝ�Śƿ�ŚƷ�ƥřźţ�ŢƠǀƫ�ŢƧźů�ƽżƿŹAGV��ƶƳŚųŹŚƧ�ƞƧ�Źŵ�ŚƷ
�ŢŝŚŧ�ƖƳřƺƯ�Źƺƌů�Źŵ�ƹ�ŚƷ�ƵŚĮŤſŵ�ƹ�ŚƷ�ƱƺŤſ��ŚƷŹřƺƿŵ�ŶƴƳŚƯ��

�ƥźŰŤƯ�ƹ�ŢƧźů�ƩŚů�Źŵ�ƽŚƷƹŹŵƺų�ƹ�ŵřźƟř�ŶƴƳŚƯ�� 
 �ŹŚƧ�ƶƘƐƣ�ƽƹŹ�źŝ�ƾƳŻ�ƶŤƯ�Śƿ�ƽŹŚƧŻźƟ�Źřżŝř�źǀƀƯ�ƽżƿŹ�ƶƯŚƳźŝ

�ƁŻřŵźě�ƱŚƯŻ�ƱŵźƧ�ƶƴǀưƧ�ŹƺƔƴƯ�ƶŝ 
 źţ� ƵŚţƺƧ�ƲŤƟŚƿ�ƪƿŚſƹ�ƽřźŝ� źƸƃ� Źŵ� ŵŵźţ�ŢƸū� ŚƷźǀƀƯ�Ʋƿ

�Żř�ƱŚĭŶƴƳřŹ�ƶŝ�Ʊō�Ʊŵřŵ�ŵŚƸƴƄǀě�ƹ�ƾƯƺưƗ�ƹ�ƾƈŴƃ�ƶǀƬƤƳ
�ƮŤƀǀſ�ƢƿźƏGPS� 

 �ƽƹŹ� źŝ� ƾƨǀƳƹźŤƨƫř� šŚƘƐƣ� ƾƫŚƈţř� ƽŚƷźǀƀƯ� ƾůřźƏ
�ƹ�ŵƺƃ�ƩŚƜƃř�Śū�ƲƿźŤưƧ�ƶƧ�ƽŹƺƏ�ƶŝ�ƾěŚģ�ŹřŶƯ�ƽŚƷŵŹƺŝ

ƖƏŚƤţ� ƱřżǀƯ���ƪƣřŶů� ƶŝ� źĮƿŶƨƿ� Śŝ� ŚƷŹřŶƯ� ƽŚƷźǀƀƯ� ƽŚƷ
Ŷſźŝ���

ŝ��ƶ��ƁƹŹ�ƾƬƧ�ŹƺƏ��������ƶºƯŚƳźŝ�ƭŚŬƳř�ƽřźŝ�ƵŶƃ�ƶŗřŹř�ƽŚƷ������ŢºƧźů�ƽżºƿŹ
���������������ƂºŴŝ�ƹŵ�ƶºŝ�Ʊřƺţ�ƾƯ�ŽźŤſŵ�Źŵ�šŚƗǈƏř�ƕƺƳ�Ŧǀů�Żř�řŹ�šŚŝƹŹ

ţ�ƵŶưƗƤŵƺưƳ�Ʈǀƀ���
�����šŹƺƇ�ƶŝ�Ʃƹř�ƕƺƳƭŚĮƴƸŝźǀƛÎ�����������ƽŚƌºƟ�ƶºŝ�ƍƺºŝźƯ�ƂºƳřŵ�ƶƧ�Ţſř�

���ƶƄƤƳ�ŽŚſřźŝ�šŚŝƹŹ�ƝřźƏř����������Ʀƿ�Żř�ƪƇŚů�ƾƬŞƣ�ƂƳřŵ�Śƿ�ƵŵŚƯō�ƽŚƷ
ƶƯŚƳźŝ���ƬŞƣ�ƽżƿŹ��Ţſř�ŵƺūƺƯ�ƾ�����ƶƯŚƳźŝ��ƭƹŵ�ƕƺƳ�Źŵ������šŹƺºƇ�ƶŝ�ƽżƿŹ
ƭŚĮƴƸŝÏ��ƾƯ�ƭŚŬƳř�������������ƦºưƧ�ƶŝ�ƝřźƏř�ƽŚƌƟ�ƶŝ�ƍƺŝźƯ�ƂƳřŵ�ƶƧ�ŵƺƃ

�����ƶƯŚƳźŝ�ƭŚŬƳř�Ʋǀů�Źŵ�ƹ�ŚƷźĮƀů�������ƆŴƄƯ�šŚŝƹŹ�ƽřźŝ�ŢƧźů�ƽżƿŹ
ƾƯ����ŵƺƃ@ç��>���Ʋƿř�ŹŵƶƫŚƤƯ�ƶƯŚƳźŝ��������ƭŚĮƴƸŝźǀƛ�ŢƫŚů�Źŵ�ŢƧźů�ƽżƿŹ

�����Śŝ�ƵŶƃ�ƶŗřŹř�ƁƹŹ�ƹ�ƶŤƟźĭ�Źřźƣ�ƾſŹźŝ�ŵŹƺƯ�šŚƗǈƏř�ƲŤƃřŵ�ƉźƟ�
��������źŝ�ƾƳŚºƸū�ƽŚƌºƟ�ƅƺƈºų�Źŵ�ƶǀƫƹř�ƶºƯŚƳ���������ƭŚºŬƳř�řŹ�ŢºƧźů�ƽżºƿŹ

ƾƯ��ŶƷŵ���ƁƹŹ�ƱƺƴĩŚţ��Ż�ƽŚƷƿƽŵŚ���ř�ƪů�ƽřźŝ�ƿƲ������ƪŗŚƀºƯ�Żř�ƶŤºſŵ�
ŭźƐƯ�ƵŶƃ����ƫŵ�ƶŝ�ŚƯř�Ţſř�ǀƪ�ě�ǀĤǀĭŶƾ�ƳŚƯŻ�ƾ�ř��ºƿƲ����ƁƹŹ��ƪŗŚƀºƯ�

�Ťƴſ�ƽŚƷƾ�Ƹŝ�ǀƴƶ���ř�Źŵ�ƽŻŚſƿƲ�ƯŻ�ǀƶƴ�Śŝ��ƩŚŞƣřƵŵƺŞƳ�ƶūřƺƯ��Źŵ�ƹ�ŶƳř
ŤƳǀƶŬ�ƁƹŹ���ƽŚƷ�ƽŹŚºƨŤŝř�ƹ���ƽŹŚºƨŤŝřřźƟ�ºƳřƹřźƟƾ��ř�ƪºů�ƽřźºŝ��ºƿƲ�

ƪŗŚƀƯ��ƵŶƃ�ŭźƐƯ��ŶƳř������ƱŚºǀƯ�Ʋƿř�Źŵ��ŹƺºĮƫř�ƿŤƮ����ƽŚºƷ����ŵźºƨƿƹŹ�Śºŝ
����������ƅŚų�ŹƺƏ�ƶŝ�ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƹ�ƭŚƗ�ŹƺƏ�ƶŝ�ƾƬƯŚƨţƹř�Żř�ºƿřƪ�ƶºƷŵ��

æîîåººƯ�ǀƽŵǈ�ƽř�ƵŶººƴƿřżƟ�ƮººŬů�ƶººŝƯŻ�Źŵ�ǀººƴƶ��ƞººƬŤŴƯ�ƽŚººƷ
ſŶƴƸƯƾŹřźƣ�ƵŵŚƠŤſř�ŵŹƺƯ��ŤƟźĭŶƴ@�è>����

�ř�ŹŵƿƲ�ƂƷƹĦě��������ŚƌƟ�ƲŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�ƵƺŰƳ�ƾůřźƏ��ŚƷƽ��śřƺºū�����ŚºƷ
�ƫƺţ�ƵƺŰƳǀŶ�śřƺū��ŚƷƽ�ƫƹř�ǀ�ƶ�����ƶŝ�ƵƺŰƳ�ƹ�ƶŤƟŹ�ŹŚĩ�ƶŝ�ƽŚƷźĮƬưƗ�ƕƺƳ�

ĭŹŚĩǀźƽ�����������Ƶŵƺºŝ�ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƽŻŚſ�ƵŵŚǀě�ƾſŚſř�ƽŚƷ�ƭŚĭ��ŚƸƳō�
�����ƞƘºƋ�ƪºƯřƺƗ�ƲǀưƷ�ƹ������šƺºƣ�ƹ�ŚºƷ���ŚºƷƽ��ŹƺºĮƫř�ƿƮŤ���ŚºƷ����ƆŴƄºƯ�řŹ�������

ƾƯŶƴƴƧ���
ƫƹřǀƲ��ŵźŝŹŚƧŹƺĮƫřƿƮŤŤƳĥ�ǀĨ��ƩŚſ�Źŵæîîæřźŝ�ƽƶƯŚƳźŝ��Źƿżƽ�Ţĩźů�
ƿĨśřƺū�Ʊō�Źŵ�ƶĩ�Ŷƃ�ƶŗřŹř�ŚƌƟ�Źŵ�ħźŰŤƯ�šŚŝƹŹ��ŚƷƽƫƹř�ǀƶ�ƱƹŶŝ�

                                                 
1 Offline 
2 Online 

���ƃ�ƲŤƟźĭ�źƔƳ�ŹŵƳŶƾ���Ʊŵƺŝ�ƿŚ������ƟŵŚƈºţ�ľǈƯŚºĩ�šŹƺºƇ�ƶºŝ�ƱŵƺŞƳ�ƾ�Źŵ�
ŚƌƟƽ�ě�ǀƶŤſƺ�ƫƺţ�ǀŶ�����ƂƸū�źĮƬưƗ�ƹŵ�ƹ�ƵŶƃ�Ð���ƺºƘţ�ƹ�ƿƊÑ����Źŵ�ƱƹŶºŝ�

�����������ŶƳŶºƃ�ƶŤƟźĭ�ŹŚĩ�ƶŝ�šŚŝƹŹ�ƭŚĭ�ƩƺƏ�ƲŤƟźĭ�źƔƳ@é��>��ŹŵƤŰţǀ�ţŚºƤƾ�
����ƩŚſ�Źŵ�ƶĩæîîè����ºƃ�Ǝºſƺţ�ǀŚţŚŞ�����řŵƺºĩƺƟ�ƹ�@ê�>�����ƩŚºſ�Źŵ�ƹæîîë�

���ƂƳřŹŚĪưƷ�ƹ�ĬƳřƹ�Ǝſƺţ@ë�>ŚƌƟ�Ŷƃ�ƭŚŬƳřƽŶŞţ�šŚŝƹŹ�ŵřŻō�ƿƪ��ƶºŝ�
Ɵřźĭƾ������źƷ�ƶĩ�ŵƺƃ�ƾƯ�ƿĨ���ŚƷ�Ƶźĭ�Żř�ƽ����Ŷºƴŝ�ƵŹŚưƃ�Ʊō�ƽ�����Źŵ�ƹ�ƵŶºƃ�
ŤƳǀƶŬ��ŹřŶƤƯ�śřƺū�ƶŤƃŹ�ƩƺƏ�ƽ�źƷ�ƶŝ�ƹ�Ţſř�ƆŴƄƯ�ƹ�ŢŝŚŧ��ºƿĨ�

�Ʊĥ�Żř��ŹřŶƤƯ�ŚƷƽ��ƠƇ�źŝřźŝ���źƿŚ�ƿĨ�ƈŴţ�ǀƆƯ�ƾ�ƿ�ŶºŝŚ���ƵŚºĮƳō��źºĮƬưƗ�
ƺƘţƿƊ���ŝŚŴŤƳř�Ʊĥ�źƷ�ƾ���Ƴĥ�Śŝ�řŹ�ƾ������ƟŵŚƈºţ�ľǈƯŚºĩ�šŹƺƇ�ƶŝ�ƾ��ƺºƘţ�ƿƊ�
Ưƾ�Ŷƴĩ���ŹƺĮƫř�ŹŵƿưŤƾ�������ƱřŹŚĪưƷ�ƹ�ƹŹƺĩƹŵŚţ�Ǝſƺţ�ƶĩ�@ì�>��ƵŶƃ�ƶŗřŹř

�����ƖŝźƯ�šŹƺƇ�ƶŝ�ŚƌƟ�Ţſř(grid)�Ŷƴŝ�ƶĪŞƃƽ�ƵŶƃ��Ţſřř�Źŵ�ƶĩ�ºƿƲ�
����źƷ�ƶŝ�ŢƫŚůƿĨ��������ƈºŴƄƯ�ŵŶºƗ�ŚºƷ�ƖŝźƯ�Żř�ƾ��ƈºŴţ�ǀƆ�ƿ�ºŤƟŚƶ���Źŵ�ƹ�

ŤƳǀƶŬ����ŵŶƗ�śřƺū�ƶŤƃŹ�ƩƺƏ�ƽ�źƷ�ŹřŶƤƯ�ƹ�Ţſř�ƆŴƄƯ�ƿĨƱĥ�Żř��
���źƠƇ�ŚƷƿŚ�ƿĨ�ƾƯ��ŶƃŚŝ����ƫ�ƶƫŚƤƯ�Źŵƾ�����ƂƳřŹŚºĪưƷ�ƹ�@í�>�ƌºƟŚ���ƖºŝźƯ�

Ŷƴŝƽ����ƺƘţ�źĮƬưƗ�ƹ�ƵŶƃ�ƿƊ�����������źºĮƬưƗ�ƹ�Ţºſř�ƵŶƃ�ƶŗřŹř�ŢƫŚů�ƶſ�Źŵ�
�Ƴ�ƂƸūǀż��ŵ�ŶƴƳŚƯ�ƿźĮ�šǇŚƤƯ������ƟŵŚƈţ�ľǈƯŚĩ�šŹƺƇ�ƶŝ�ƾ�Ƴĥ�ƾ����Ʊĥ�Śŝ�řŹ�

ŵƿźĮ�ƺƘţ�ƿƊƯ�ƾ�Ŷƴĩĩ�ř�Źŵ�ƶƿƲ�ř�ƩŚºưŤůř�ŢƫŚů�ƿ�ŵŚºŬ�śřƺºū���ŚºƷƽ�
ƛǀƲĪưƯź��ƾƳŶƄƳ����ǇŚŝŹ��ƶŤƟ��ƟźƏ�Żř�ƹƾ����Ƴ�šŚŝƹŹ�ƭŚĭ�ƩƺƏ�ǀż��źºƔƳ�Źŵ�

ưƳ�ƶŤƟźĭƾ�ŵƺƃ���
ŝƺŬŰƯƾ�ƹ���ƱřŹŚĪưƷ�@î�>������ºƘŝźƯ�šŹƺºƇ�ƶŝ�řŹ�ŚƌƟƾ��ƀºƤţ�ǀƮ���Ŷºƴŝƽ�

����Ŷū�ƶƐƤƳ�ơŚŰƫř��ƶƐƤƳ�ƝŸů�ŢƫŚů�ƶſ�Źŵ�ƂƸū�źĮƬưƗ�ƹ�ƵŵźĩƿŶ�
�ƺƘţ�ƹƿƊ�����ƶŤƟźĭ�ŹŚĩ�ƶŝ�řŹ�ƶƐƤƳ���ŶƳř��Źŵ�ŹƺĮƫřƿƮŤ������Ǝºſƺţ�ƵŶºƃ�ƶŗřŹř�

ŽŚƨǀƳŚƯ����ƂƳřŹŚĪưƷ�ƹ�@æå�>����ºƘŝźƯ�šŹƺƇ�ƶŝ�ŚƌƟƾ����Ŷºƴŝ�ƶĪŞºƃ�ƽ�
������ƺƘţ�ƹ�ƂƸū�źĮƬưƗ�ƹŵ�ƹ�ƵŶƃƿƊ����ƵŵŚſ�ľǈƯŚĩ�šŹƺƇ�ƶŝ���řƽ��ŹŚºĩ�ƶŝ�

ƶŤƟŹ��ŶƳř������ƱřŹŚĪưƷ�ƹ�ƺƷ@ææ�>Ƴǀż��ŹƺĮƫř�Źŵ�ƿưŤƾ�������ŶºƳř�Ƶŵřŵ�ƶºŗřŹř�ƶĩ�
ŰƯǀƎ�����ºƘŝźƯ�šŹƺƇ�ƶŝ�řŹ�ƾ����Ŷºƴŝ�ƶĪŞºƃ�ƽ��������źºĮƬưƗ�ŹŚºƸģ�ƹ�Ƶŵźºĩ�

�ƺƘţ��ƂƸūƿƊ������������Żř�ƹ�Ƶŵřŵ�ƶºŗřŹř�řŹ�ƶƐƤƳ�Ʊŵźĩ�ƶƟŚƋř�ƹ�ƶƐƤƳ�ƝŸů�
ƟźƏƾ����Ƴ�řŹ�ƁŻřźŝ�ƖŝŚţ�ǀż���ŭǈƇř�ŶƳŵźƧ��ĭŶºƴĩřźě�Śºţ�ƾ�ŚƌºƟ�Źŵ�řŹ�ƽ�

�ř�śřƺūƿŵŚŬ�ŵƺƃ�����������ƶŝ�ƾſŚſř�ƶŤƨƳ�Ŷƴģ�ƵŶƃ�ŹƹźƯ�šǇŚƤƯ�ŜƬƛř�Źŵ
���Ư�ƵŶƷŚƄƯ�ƞƘƋ�ƱřƺƴƗƾ�ŶƳƺƃ�������ƶºŗřŹř�ƽŚƷ�ƁƹŹ�źŨƧř�Źŵ�ƶƨƳō�Ʃƹř

�ƶƯŚƳźŝ��ƵŶƃ������ƿŚƌƟ�Źŵ�šŚŝƹŹ�ŢƧźů�ƽżƿŹ�������ƹ�ƵŶºƃ�Źƺƈºţ�ƶŤƀƀĭ�ƾ
�������Ţưƀºƣ�ƶºŝ�ƾƳŚºƸū�ƽŚƌƟ�ƪƧ������ƮǀƀºƤţ�ƽźŤƨģƺºƧ�ƽŚºƷ����ƹ�ƽŶºƴŝ

ƶƨŞƃ���ƾƯ�ƽŶƴŝ��ŵƺƃ��řƿƲ�ƀƤţ�ǀƮ��Ŷƴŝƽ��ƁƹŹ�ƶŝ��ŚƷƽ�ŤŴƯ�ƞƬ�ř�ƿ�ŵŚºŬ�
��ƝřźĭƿŚ�Ŷƴŝ�ƶĪŞƃ�ƽ�ŚƌƟ�ŵźǀĭ�ƾƯ�šŹƺƇ��ƬĪƄƯƾ�ŤƳ�Źŵ�ƶºĩ�ǀ�ƶºŬ�

řƿƲ�ƀƤţ�ǀƮ�Ŷƴŝ�ƽ���ŚƌƟ���ŵƺūƹ�ƶŝƾƯ�Ŷƿō�����ƶŤºƃŹ�ƩƺºƏ�ƶºĩ�Ţºſř�Ʊō�
�����Ɵźĭ�źƔƳ�Źŵ�ŢŝŚŧ�ƽŹřŶƤƯ�śřƺū�Ư�ƶŤƾ�ŵƺƃ���������ƾƫƺºŞƣ�ƪºŝŚƣ�źºƯř�ƶºĩ�

Ƴǀ�Ţƀ��������ƶƯŚƳźŝ�ŹŚŝ�źƷ�Źŵ�ŚƸƴţ�ƶƳ�ƶĩ�řźģ���Źƿżƽ�����Źŵ�šŚŝƹŹ�Ţĩźů�ƿĨ�
ŚƌƟƽ�������ƹ�ƕƹźƃ�ƍŚƤƳ�Śŝ�ƆŴƄƯ�ŚěƿƱŚ��ŝřƺū�šƹŚƠŤƯ�ƾ�����ƶºŝ�šƹŚºƠŤƯ�

�Ư�Ţſŵƾ�ōƿŶ�����Źŵ�ƶĪƬŝ�ƿĨ�ŚƌƟ�ƽ��������ŢŝŚŧ�ƝŶƷ�ƹ�ƕƹźƃ�ƍŚƤƳ�Śŝ�ŢŝŚŧ�
Ƴǀż����řźūř�ŹŚŝ�źƷ�Źŵ�ƽ��ƀƯ�ƶƯŚƳźŝ�ǀźƽ��ř�šƹŚƠŤƯ�ƿŵŚŬ�Ư�ƾ�ŵƺƃ��Śŧ�ƹ���Ţºŝ

                                                 
3 Mutation 
4 Crossover 
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æåç������������������šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƥźŰŤƯ�ƥźŰŤƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ŚŝŶƿŶū�ƾƃƹŹŶƿŶū�ƾƃƹŹ���źŝ�ƾƴŤŞƯ�źŝ�ƾƴŤŞƯƮŤƿŹƺĮƫřƮŤƿŹƺĮƫř�������������������ƾŰǀƀƯ�žĜǀƫřƽŶƗŚſ�řźǀưſ�ƹ�Źƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ�� 

���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳ���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳŚºººŤƀŝŚţŚºººŤƀŝŚţƱƱ��æèîåæèîå���ŶƬū��ŶƬū�çççç���ƵŹŚưƃ��ƵŹŚưƃ�çç��

��ř�ƩƺƏ�ƱŵƺŝƿƲ�ƀƯ�ǀŚƷźƽ����Ƴ�ƩƺŞƣ�ƪŝŚƣ�šƹŚƠŤƯ��ºǀŢƀ����ºƟźƏ�Żřƾ��Źŵ�
�ƀƤţ�šŹƺƇǀƮ�Ŷƴŝ�ƽ�ŚƌƟ��������������Żř�Ţºĩźů�źºƷ�Źŵ�Ţºſř�ƞºƓƺƯ�šŚŝƹŹ�

�żĩźƯƿĨźĮƿŵ�ƖŝźƯ�żĩźƯ�ƶŝ�ƖŝźƯ�ƽŹŵ�ƹ�ŵƹźŝ��ƬƗ�Ɩƣřƹ�ƾƮƛŹ�ƶĪƳō�
������ř�ƶƐƤƳ�źƷ�Źŵ�Ţſř�ŹŵŚƣ�šŚŝƹŹƽ��ŚƌƟ�Żř�ƽ����ĭ�Źřźºƣ�ŵřŻō��ºǀ�ŵź���ŵřŶºƘţ�

����Ư�ŵƹŶŰƯ�Ʊō�ŻŚŬƯ�ƍŚƤƳƾ�ŵƺƃ��ƹŵƯǀƲ������šǇŚƤƯ�Źŵ�ƶĩ�ƾƬƨƄƯ�ŹƹźƯ�
�������Ţºſř�ƂƸū�źĮƬưƗ�ƕƺƳ�ŵŹřŵ�ŵƺūƹ�ƵŶƃ���ř�Źŵ��ºƿƲ��ŹƺºĮƫř�ƿƮŤ���ŚºƷ��Źŵ�

����ŵƹŶŰƯ�ƶŝ��ƂƸū�źĮƬưƗ�ƭŚĮƴƷƿŢ��ŵ�šŚŝƹŹ�Ź������ƭŚºĭ�ƩƺºƏ�ƅƺƈºų�
�����Ŷū�ƶƐƤƳ�ƹ�Ţſř�ƵŶƄƳ�ƶūƺţƿŶ��ŝŚºŴŤƳř�ƾ���������ƶºŝ�źºŬƴƯ�Ţºſř�ƲºĪưƯ�

Ťĩźůƾ���ŝ�ƩƺƏ�Śŝ�ǀźŤƄ���������ºƴĤưƷ�ƹ�ŵƺºƃ�šŚºŝƹŹ�ƭŚĭ�Żř�ǀƲ����ƭŚºĮƴƷ�Źŵ�
��ƝŸůƿŚ�����ƶºƐƤƳ�ơŚŰƫř�Ŷū�ºƿŶ�Ƴ��ºǀż���������šŚºŝƹŹ�ƭŚºĭ�ƩƺºƏ�ƅƺƈºų�Źŵ�
Ƹūƺţƾ����ºưƳ�ƪưƗ�ƶŝ�ƾ�ō��ºƿŶ���ƪĪƄºƯ��ƭƺºſ�������Ţºſř�ƖºƳřƺƯ�ƪƨºƃ����Źŵ�
ŰţšŚƤǀƤ�������ƽŚƌƟ�Źŵ�ƶƧ�ƾƘƳřƺƯ��ƶŤƃŸĭ�ƽŹŚƧ��ƶŤƟźĭ�Źřźƣ������ƽřŹřŵ�ŶºƳř

����ƁƹŹ�ƹ�Ƶŵƺŝ�ƵŵŚſ�ƽŚƸƬƨƃ�������ƶƯŚƳźŝ�ŢǀƬŝŚƣ�ƵŶƃ�ƶŗřŹř�ƪů�ƽŚƷ����ƽżºƿŹ
�ŶººƳŹřŶƳ�řŹ�ƵŶººǀĤǀě�ƖººƳřƺƯ�ƽřŹřŵ�ƽŚƷŚƌººƟ�Źŵ@æå>��Źŵ�ƲǀººƴĤưƷ�

ƳźŝƶƯŚ����������ºƿŚŝ�ƖƳŚºƯ�ƪƨƃ��ƶŤƀƀĭ�ƽŚƷŚƌƟ�Źŵ�ƽżƿŹƾŤƀ����ƶºƳƺĭ�ƶºŝ����ƽř
ŝŶƃŚ���ƶƧ�Ưśźƌ�ƾŰǀŰƇ���ƮǀƀƤţ�Żř���ƽŶƴŝ��ŚƷƽ�������ŚƌºƟ�Źŵ�ƵŶºƃ�ƭŚŬƳř�

��ŵŵźĭ@ì��í��î��æå�>������ƵŶºǀĤǀě�ƪƨƃ�ƽřŹřŵ�ƖƳŚƯ�źĭř�ƹ�������ƶºŝ�ŶºƃŚŝ�ƽř
��ƾººƯ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄººƳ�ŚƌººƟ�Źŵ�ƾººŞƿźƤţ�šŹƺººƇ���Żř�ƾŞƿźººƋ�Śººţ�ŵƺººƃ

ƮǀƀƤţ��ƽŶƴŝƩŚưƗř�ŶƃŚŝ�ƵŶƃ�@î��æå�>��
��ŹŵƶƫŚƤƯ�����������ŚºƷ�ƞƘºƋ�ƲŤƟźºĭ�źºƔƳ�Źŵ�Śŝ�źƋŚů�ƽ��ŶºưƗ�ş�ƁƹŹ�����ƽŚºƷ

ŵźĭ�ƶŗřŹř�ƾƃƹŹ��ŵƺūƺƯƿƵŶ�ƽźǀƀƯ��ƭŚĮƴƸŝźǀƛ�Ǝƿřźƃ�Źŵ�ƶƧ�Ţſř�
ŵżƳƿĨ��Ƹŝ�ƶŝ�ǀƶƴ�����������ƹ�ƶŤºſƺǀě�ƾƳŚƸū�ƽŚƌƟ�Źŵ�šƹŚƠŤƯ�ƍŚƤƳ�ŵřŶƘţ�Śŝ�

������ŶƷŵ�ƶŗřŹř�ƞƬŤŴƯ�ƩŚƨƃř�Śŝ�ƖƳřƺƯ�ƽřŹřŵ�������ƂºƸū�źºĮƬưƗ�ƹ���żºǀƳ��ƶºŝ
ƶƳƺĭ��řƽ�Ɣƴţ�ǀƮ����řƺū�ƶĩ�Ţſř�ƵŶƃ�ś�ŚƷƽ��ſŵ�ƶŝ��������ƶºŝ�Ʊō�Żř�ƵŶºƯō�Ţ

����ƱŚƨƯř�ƹ�ƾƳŶƃ�śřƺū�šŹƺƇ��ŶƃŚŝ�źƿŸě���ƹ����ƭŚºĭ�ƩƺºƏ�ƶºŝ�ƲǀƴĤưƷ
�šŚŝƹŹ�ƮƷŢſř�ƵŶƃ�ƶūƺţ���

��

ç��ƪů�ŵźƨƿƹŹ�ƹ�ƶƬŘƀƯ�ƱŚǀŝ��
�Żř� ƵŵŚƠŤſř� Śŝ� ƽř� ƶƐƤƳ� šŚŝƹŹ� Ʀƿ� ƾŝŚƿźǀƀƯ� ƶŝ� ƶƫŚƤƯ� Ʋƿř� Źŵ

Ţſř�ƵŶƃ�ƶŤųřŵźě�ƽŶƿŶū�ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř� ��Źŵ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ
ŹŚŞƗ�ŵƺų�ƭƺƸƠƯ�Ʋƿźţ�ƵŵŚſƲŤƟŚƿ�Żř�Ţƀţ�ƽřźŝ�ŢƧźů�ƾƫřƺţ�Ʀƿ�

ƽŚǀƃř� Śŝ�ƾƐǀŰƯ� Źŵ� ƶĩ�ƾţŚŝƹŹ�� Śƿ�ŢŝŚŧƥźŰŤƯ� Żř��ƤƳ�ƦƿƶƐƽ�
ŻŚƛōƲƿ�ƵŶƃ�ƕƹźƃ��ƖƳřƺƯ�Śŝ�ŵŹƺųźŝ�ƱƹŶŝ�ƹ�ƶŝ�ĨƿƤƳƶƐƽƳŚƿŚě�ƾ�

ƾƯ� ƮŤųŵŵźĭ� �ƶƯŚƳźŝ� ƪŗŚƀƯ� Źŵ�Żř� ƾƬƯŚƧ� ƞǀƇƺţ� ŢƧźů� ƽżƿŹ
ƾƯ�ƶŗřŹř� ƖƳřƺƯ� ƹ�ƎǀŰƯ� �šŚŝƹŹ� ƶſŶƴƷŵƺƃ��� ƹƱŵźƧ� řŶǀě�ƝŶƷ�

�Źŵ� ŵƺūƺƯ� ƖƳřƺƯ� Śŝ� ŵŹƺųźŝ� ƱƹŶŝ� ŶƳřƺŤŝ�šŚŝƹŹ� ƶƧ�Ţſř�ƽźǀƀƯ
ŶƴƧ�ƾƏ�ƝŶƷ�ƶƐƤƳ� ƶŝ� řŶŤŝř� ƶƐƤƳ� Żř� řŹ�ƽźǀƀƯ�ƎǀŰƯ�@Î>� ��źƷ

ƮŤƿŹƺĮƫř� Ŷƴģ�ƶƯŚƳźŝ� ƽŚƷšƹŚƠţ� šŚǀŗżū� źƔƳ� Żř� ŢƧźů�ƽżƿŹ�ƽŚƷ
Ʊō�źŤƄǀŝ�Źŵ�ŚƯř�ŶƳŹřŵ�ƮƷ�Śŝ�ƽŵŚƿŻŵŹřŵ�ŵƺūƹ�ƾƬƧ�śƺģŹŚģ�Ʀƿ�ŚƷ��

Ʃƹř�ƭŚĭ�Źŵ�ƨưƯ�ƶƧ�šŚŝƹŹ��ƾſŶƴƷ�ƵŶǀĤǀě�ƪƨƃ�Ʀƿ�ƽřŹřŵ�Ţſř�Ʋ
ƐƤƳ�ƶŝ�ŶƃŚŝŠ��ŵƺų�ƖūźƯƾƯ�ƪƿŶŞţƺƃ�Ʀƿ�ƶŝ�żǀƳ�ŵƺūƺƯ�ƽŚƌƟ�ƹ�ŵ

ƾƯ�ƪƿŶŞţ�ŶƿŶū�ƽŚƌƟ�Ʊō�ƶŝ�ƶƧ�ŵƺƃƽŶƴŝźƨǀě�ƽŚƌƟ�ƶŤƠĭ����ƾƯ�

ŵƺƃ��ƾƯ�ŦƗŚŝ�źƯř�Ʋƿř�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƶƬŘƀƯ�Ʀƿ�ƶŝ�ƾƬƇř�ƶƬŘƀƯ�Śţ�ŵƺƃ
ŵƺƃ�ƪƿŶŞţ�ƶƐƤƳ�Ʀƿ�ƽřźŝ@�Ï�>���

ƿƹŹ�ƱŚƨƯř�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƪů�ƾƏ�Źŵ�šŚǀƋźƟ�Żř�ƾƘǀſƹ�ƵŻƺů�Śŝ�ƾƿƹŹŚ
�ƹ�ƆŴƄƯ�ƶǀƫƹř�šŚǀƋźƟ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƶƬŘƀƯ�Ţſř�ƭŻǇ��ƶƬŘƀƯ�źƷ

ŵƺƃ�ƽŶƴŝŻźƯ� ��ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�ƮŤƿŹƺĮƫř�Ʋƿř�ƶŗřŹř� Źŵ�ƶƧ�ƾţŚǀƋźƟ
ƵŶƃ�řŶƳŻř�ŶƴţŹŚŞƗ����

 ƶƯŚƳźŝ���������ƾƯ�ƭŚŬƳř�ƥźŰŤƯ�šŚŝƹŹ�Ʀƿ�ƽřźŝ�ŢƧźů�ƽżƿŹ���ŵƺƃ
���ƶǀŞƃ�ƪǀƸƀţ�ƽřźŝ�ƶƧ������šŹƺƇ�ƶŝ�ƽŻŚſ�ƶºƐƤƳ��������ƶºŤƟźĭ�źºƔƳ�Źŵ�ƽř

Ţſř�ƵŶƃ���
 �šŚŝƹŹ�ŜƬƇƾưƳ�ƪƨƃ�źǀǀƜţ�ƹ�Ƶŵƺŝ�ŶƷŵ����
 �ƽřŹřŵ�šŚººŝƹŹŢƿŵƹŶººŰƯ��ƦººǀƯŚƴƿŵ�ƹ�ƦǀţŚưƴǀººſ�ƽŚººƷ
Ƴ�������šƹŚºƠŤƯ�ƽŚºƷ�ŢƗźºſ�Śºŝ�ƹ�ƞƬŤŴƯ�šŚƸū�Źŵ�ŶƳřƺŤǀƯ�ƹ�ƵŵƺŞ

ŶƿŚưƳ�ŢƧźů���
 �����ƶŤſƺǀě�šŹƺƇ�ƶŝ�ŚƌƟ���ƵŶƄƳ�ƽŶƴŝ�ƶƨŞƃ����ƶŤƟźĭ�źƔƳŹŵ
ǀƯƄƺŵ���
 ƶƯŚƳźŝ�ŹƿżƽŰƯ�Źŵ�Ţĩźů�ǀƎ��ƶŝ�šŹƺƇƱǈĩÎŢſř�����
 ŰƯǀƎ��Ɯţ�ŶƣŚƟ�ǀǀšřź�ƳŚƯŻ�ƾ�Ư�ƾ�ŶƃŚŝ�ƿƴƘƾ���řŹřŵ�ƖºƳřƺƯ�ƽ�

ř�ƹ�ƵŵƺŞƳ�ŢĩźůƿŚŤƀŶƴŤƀƷ�����
 ���ŰƯ�Źŵ�ŵƺūƺƯ�ƖƳřƺƯǀƎ�Ư�ƾ�ŶƴƳřƺţ���ƬĪƃ�źƷ�ƶŝ�ƾ���ƹ�ŶƴƃŚŝ�

Śŝ�šŚŝƹŹƿŶƀƯ�ǀźŚƌƟ�Źŵ�řŹ�ŵƺų�ƽƏ�ƖƳřƺƯ�Żř�ŵřŻō�ƾŚưƳ�ƿŶ����
 ��ƵƺŰƳ���šŚƗǈƏř�ŜƀƧ���ƾºƐǀŰƯ�����šŹƺºƇ�ƶºŝ��ƭŚºĮƴƸŝźǀƛ

Ţſř� 

���ƂŴŝ�Źŵ��ƽŶƘŝƶƫŚƤƯ�řźŝ�ƽ������Żř�Ʀºƿ�źºƷ��ƵŶºƃ�ƶºŗřŹř�ƮŤƿŹƺĮƫř�ŮƿźƄţ�
źƯƪůř�����������������Ƶŵřŵ�ŮǀºƋƺţ�ŚºƸƳō�Źŵ�ƶºŤƟŹ�ŹŚºƧ�ƶºŝ�ƽŚºƷźĮƬưƗ�ƹ�ƮŤƿŹƺĮƫř�

ƵŶƃ��ŶƳř�����ƂŴŝ�ŹŵƭŹŚƸģ�ŲſŚě����������Śºŝ�ƁƹŹ�Ʋºƿř�Żř�ƵŶºƯō�Ţſŵ�ƶŝ�ƽŚƷ
ŲſŚě������ƁƹŹ�Żř�ƵŶƯō�Ţſŵ�ƶŝ�ƽŚƷ���������ƱřżºǀƯ�ƹ�ƵŶºƃ�ƶƀƿŚƤƯ�źĮƿŵ�ƽŚƷ

�������ŝ�ŵŹƺƯ�ƱƺĭŚƳƺĭ�ƖƳřƺƯ�ƽřźŝ�ƁƹŹ�Ʋƿř�ƾƿřŹŚƧ���Ţſř�ƶŤƟźĭ�Źřźƣ�ƾſŹź��
��ƶŬǀŤƳ�ŚƸŤƳř�Źŵ��������ƂƷƹĦºě�ŢºƸū�ƾţřŵŚƸƴƄǀě�ƹ�ƽźǀĭ�����ƶºŗřŹř�ƾºţō�ƽŚºƷ

ŵźĭƿƵŶŢſř����
��

è���ƁƹŹƽŵŚƸƴƄǀěźŝ�ƾƴŤŞƯ��ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř���
ƮŤƀǀſ���ƾƬƯŚƨţ�ƽŚƷÏ�����ŹŚºŝ�Ʋǀƫƹř�����ƽŚƸƫŚºſ�Ʋǀºŝæîêå���ƹ�æîëå���ƶºŝ�

���ƶƴǀƸŝ�ŢƸū�ƽŹřżŝř�ƱřƺƴƗ���������ƱŚºƤƤŰƯ�Ǝºſƺţ�ƾſŶƴƸƯ�ƪŗŚƀƯ�ƽŻŚſ
��ƺƯ�ƽźţƺǀĜƯŚƧ�ƭƺƬƗ���ŶƴŤƟźĭ�Źřźƣ�ƾſŹźŝ�ŵŹ����������Źŵ�ƶºŤƟŹ�ŹŚºƧ�ƶºŝ�ƵŶƿř
��ƮŤƀǀſ�Ʋƿř�ƭŚưţ����������šřźºǀǀƜţ�Żř�ƶŤƟźĭ�ƭŚƸƫř�ƽŚƷźĮƬưƗ�ƽźǀĭŹŚƨŝ�ŚƷ

�ƪººƯŚƨţ�ŢººƸū�ƾººƘǀŞƏ�śŚººŴŤƳř�ƹ�ƾººƘǀŞƏ�ƾººƨǀŤƳĥƾººŤǀƘưū�Żř�
ƪů�ŵŹƺƯ�ƶƬŘƀƯ�ƽřŶƿŶƳŚƧ�ƽŚƷ�ŵƺŝ�źƔƳ���

ƮŤƿŹƺĮƫř���������ƩŚſ�Źŵ�ŹŚŝ�Ʋǀƫƹř�ƦǀŤƳĥ�ƽŚƷæîëå���Ʒ�ƱŚū�Ǝſƺţ�Ś��ƶŗřŹř�Ŷƴƫ
��ſƺţ�ƹ�ƵŶƃ�ŶƴŤƟŚƿ�ƶƘ����Ʒ�ƞƿźƘţ�ƢŞƏŚŶƴƫ��������Ʀºƿ�ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř�Ʀƿ

�����ƹ�ƾºƘǀŞƏ�śŚŴŤƳř�ŶƗřƺƣ�ŽŚſřźŝ�ƶƧ�Ţſř�ƾƋŚƿŹ�ƽƺŬŤƀū�Ʀǀƴƨţ

                                                 
1�Gross 
2�Evolutionary Systems 
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�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƥźŰŤƯ�ƥźŰŤƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ŚŝŶƿŶū�ƾƃƹŹŶƿŶū�ƾƃƹŹ���źŝ�ƾƴŤŞƯ�źŝ�ƾƴŤŞƯƮŤƿŹƺĮƫřƮŤƿŹƺĮƫř�����������������ƾŰǀƀƯ�žĜǀƫřƽŶƗŚſ�řźǀưſ�ƹ�Źƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ������������������������������æåè��

  

���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳ���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳƱŚººŤƀŝŚţƱŚººŤƀŝŚţ��æèîåæèîå���ŶƬū��ŶƬū�çççç���ƵŹŚưƃ��ƵŹŚưƃ�çç  

ŜǀƧźţ�������ƾºƯ�ƪưƗ�ƦǀŤƳĥ�ŵŶŬƯ�ƾƷŵ���ŶºƴƧ��@æç��>�ºŝŚ�������Ʋºƿř�ƶºŝ�ƶºūƺţ�
�����ƵŵŚſ�Źŵ�ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř�źƷ�ƞƿźƘţ����������ƾƬºƇř�żºū�ƹŵ�ƽřŹřŵ�ŢƫŚů�Ʋƿźţ

Ţſř���������ŤƳĥ�ƽŚºƷźĮƬưƗ�ƹ�ƶºǀƫƹř�ƽŚƸŝřƺū�ŢǀƘưū�Ʀºǀ������ƞºƿźƘţ�ƵƺºŰƳ
śřƺū�����������ƽřźºŝ�řŹ�ƵŶƃ�ƶŗřŹř�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƾƿřŹŚƧ�ƱřżǀƯ�ŚƷźĮƬưƗ�ƹ�ƶǀƫƹř�ƽŚƷ
ƶƴǀƸŝ����ŵŹƺƯ�ƶƬŘƀƯ�ƽŻŚſ�����ƾºƯ�ƆŴƄºƯ�źƔƳ��Ƨƴ�Ŷºƴ������ŢºƸū�ƶºƯřŵř�Źŵ�

����ƶŗřŹř�ƮŤƿŹƺĮƫř�ŮƿźƄţƵŶƃ�řżūř�ƽ���ƾƬƇř�Ʊō��������ƹ�ƵŶºƃ�ŮƿźƄºţ�ľǈƯŚºƧ
�Ƶŵřŵ�ŮǀƋƺţ�ŚƸƳō�ŵźƨƬưƗ�ƵƺŰƳƾƯ�ƃŵƺ���

��
æ�è��ŚƷźŤƯřŹŚě��

���ƿř�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ����������ƾƿŚºƷźŤƯřŹŚě�ƵŹřƺºưƷ�ƽŹŚºƨŤŝřřźƟ�ƮŤƿŹƺĮƫř�źƷ�Źŵ�ƶƨƴ
�������Ʊō�Żř�Ʀƿ�źƷ�źǀǀƜţ�ƶƧ�ŶƳŹřŵ�ŵƺūƹ��������źǀŧŚţ�ŢŰţ�řŹ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƶŬǀŤƳ�ŚƷ

�ƾƯ�Źřźƣ�ƷźŤƯřŹŚě�ŶƿŚŝ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ŮƿźƄţ�Żř�ƪŞƣ��ŶƷŵ���ƶºŤƟŹ�ŹŚºƧ�ƶŝ�ƽŚ
ŶƳƺƃ�ƆŴƄƯ�Ʊō�Źŵ���

k��ƾĭŹżŝšŚŝƹŹ�ƭŚĭ�ƩƺƏ����
res�ƮǀƀƤţ�Ŷůřƹ��ŦƬŨƯ�ƽřźŝ�ƽŶƴŝ�Êŵ�ƽŶƴŝƺƫÊƳƾ���
Nit�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƽŚƷŹřźƨţ�ŵřŶƘţ����
Ps��ƵŻřŶƳřƶǀƫƹř�ŢǀƘưū����
Cs��ƊƿƺƘţ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƭŚŬƳř�šŚƘƟŵ���
Ms��ŶƇŹŵ�����������źºƷ�Źŵ�ƂƸū�źĮƬưƗ�ƭŚŬƳř�ƽřźŝ�ƾŝŚŴŤƳř�ƽŚƷźǀƀƯ�

ŹřźƨţƮŤƿŹƺĮƫř����
ä��ƂƸū�źĮƬưƗ�źŤƯřŹŚě���

Nrat�ƶŞŴƳ�űźƳ��ƾƿřźĭ���
��
ç�è��ƽŵŚƸƴƄǀě�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƪůřźƯ��
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1�Rapidly-exploring Random Trees 
2 Randomized Path Planning 
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�ƁƹŹ�ƶŝ�ƶǀƫƹř�ƽŚƸŝřƺū�Ŷǀƫƺţ
RRT 

Ƹŝřƺū�ƽŻŚſŹřƺưƷ�ƹ�ŭǈƇř�źĮƬưƗ�ƶŝ�ƽŚ
ƵŶƯō�Ţſŵ 

�ƁƹŹ�ƶŝ�ŚƌƟ�ƽŶƴŝ�ŦƬŨƯ
Delaunay��

�ŢƫƹŹ�űźģ�ƽŚƴŞƯ�źŝ�ƾƟŵŚƈţ�ŦƬŨƯ�Ʀƿ�ƲǀǀƘţ
ƊƿƺƘţ�ƭŚŬƳř�ƽřźŝ 

�Ŷƫřƹ�ƹŵ�śŚŴŤƳř�źǀƀƯ���ŦƬŨƯ�Żř�ƶƧ
ŶƴƴƧ�ƾƯ�ŹƺŞƗ�ƾŝŚŴŤƳř 

�ƽŚƷŶƫřƹ�ƽƹŹ�źŝ�ƝŸů�źĮƬưƗ�ƩŚưƗř
ƾŝŚŴŤƳř 

�ƽƹŹ�źŝ�ƊƿƺƘţ�źĮƬưƗ�ƩŚưƗř
ƵŶƃ�ŭǈƇř�ƽŚƷŶƫřƹ 

�űźƳ�Śŝ�ƶǀƫƹř�ƽŚƸŝřƺū�śŚŴŤƳřMs �ƽŚƸŝřƺū�ƽƹŹ�źŝ�ƂƸū�ƭŚŬƳř
ƾŝŚŴŤƳř 

�śŚŴŤƳřNrat�ƲƿźŤƸŝ�Żř�ŶƇŹŵ�
ŚƸŝřƺū 

�ƵŶƃ�ŚƋŹř�ƞƣƺţ�ƍźƃ�Śƿō śřƺū�ƲƿźŤƸŝ�ƭǈƗř 

ƕƹźƃ 

ƱŚƿŚě 

�ƶŝ�śřƺū�ƲƿźŤƸŝ�Ƶźǀųŷ
ƵŶƯō�Ţſŵ 

�Ìy Ä¸] 
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�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƥźŰŤƯ�ƥźŰŤƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ŚŝŶƿŶū�ƾƃƹŹŶƿŶū�ƾƃƹŹ���źŝ�ƾƴŤŞƯ�źŝ�ƾƴŤŞƯƮŤƿŹƺĮƫřƮŤƿŹƺĮƫř�����������������ƾŰǀƀƯ�žĜǀƫřƽŶƗŚſ�řźǀưſ�ƹ�Źƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ������������������������������æåê��

  

���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳ���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳƱŚººŤƀŝŚţƱŚººŤƀŝŚţ��æèîåæèîå���ŶƬū��ŶƬū�çççç���ƵŹŚưƃ��ƵŹŚưƃ�çç  

��

��
ƨƃƪ�é���ƶƿŚě�ƮŤƿŹƺĮƫřRRT�@æè>��

��
Ʀǀƴƨţ�Żř�ƭŚƸƫř�Śŝ�ƶŤƸū�ƹŵ�ƽƺŬŤƀū�ƽŚƷ��Ţſř�ƾƤƐƴƯ�ƽřźŝ�ƶƧ�

�ƁƹŹ�ŵƺŞƸŝRRT��żǀƳ�ƱřƺŤŝƹŵ�šŹƺƇ�ƶŝ�řŹ�Ʊō�ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƶƟźƏ���Źŵ
� ƶƧ�ƁƹŹ�Ʋƿř�Ʊō� ŶńƧ� ƶŞƃ�ƪƨƃ� Źŵê�ƹŵ�Ţſř� ƵŶƃ� Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ�

�źǀƀƯaĲ��ƹbĲ�ƶƐƤƳ�ƹŵ�Żř�xinit��ŢƧźů�ƕƹźƃ�ƶƐƤƳ���ƹxgoal��ƐƤƳ�ƶ
ƝŶƷ��ƾƯ�Ǝƀŝ�ƾƯ�ƮƷ�ƶŝ�źǀƀƯ�ƹŵ�ƶƧ�ƾƳŚƯŻ�ƹ�ŶƴŝŚƿ�ƵřŹ�Ʀƿ��ŶƴſŹ�

Ţſř� ƶŤƟźĭ� ƪƨƃ� ƪů���ƽŚƷ� ƶƿřŹō� ŢǀƘưū� Żř� ƽƺƌƗ� ľřŶƘŝ� ƶƧ
Ŷƃ�ŶƷřƺų�ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř����

��

 
ƪƨƃ�ê���ƮŤƿŹƺĮƫřRRT�ƶŤƸū�ƹŵ@æè>��

ƪƨƃ�Źŵ�ëƶƳƺưƳ���ƁƹŹ�Ǝſƺţ�ƵŶƃ�ŵŚŬƿř�źǀƀƯ�Ʀƿ�Żř�ƽřRRT�
ƷŚƄƯƾƯ�ƵŶ�ŵƺƃ� ��ƁƹŹ�Żř� ƵŵŚƠŤſř� ŚŝRRTƶŤƸūƹŵ�ƹŵ� ��Żř�źǀƀƯ�

ƤƳŚƾƯ�ƶƘſƺţ�ƱŚƯżưƷ�ŹƺƏ�ƶŝ�ƝŶƷ�ƹ�ƕƹźƃ�ƍ��ŶƴŝŚƿ��ƪƨƃë�ƞƫř��
ƶųŚƃ�Ţſř�ƭŻǇ�źǀƀƯ�ƪƧ�ŵŚŬƿř� Żř�žě�ƹ��ƝŸů�źǀƀƯ�ŶŗřŻ�ƽŚƷ

ŶƳƺƃ���ƕƹźƃ�ƶƐƤƳ�Ţưſ�ƶŝ�ƝŶƷ�ƶƐƤƳ�Ţưſ�Żř�ŢƧźů�Śŝ�ŹŚƧ�Ʋƿř
ƾƯ� ƭŚŬƳř�� ŵƺƃ�ƪƨƃë�ś� ��Ưō� Ţſŵ� ƶŝ� Żř� žě�Żř� Ʀƿ� źƷ� ƱŶ

ƾƯ�ƩŚưƗř�źǀƀƯ�źƷ�źŝ�ƽŻŚſŹřƺưƷ�źĮƬưƗ��ƶǀƫƹř�ƽŚƷźǀƀƯ�ŵƺƃ��Śŝ�
�ƽŚƷźǀƀƯ� Żř�Ʀƿ� źƷ� Źŵ�ƾƳŚǀƯ�ƍŚƤƳ� ƩŚƈţř� Śŝ� źĮƬưƗ�Ʋƿř� ƩŚưƗř

� �ƵŶƯō�Ţſŵ�ƶŝ�ƶǀƫƹř� ƹ� ƵŶƃ�źŤưƧ�źǀƀƯ�ƽŚƷ�ƾĮŤƀƨƃŹřƺưƷźţ�
ƾƯ�ŵƺƃ���

è�é��ƊƿƺƘţźĮƬưƗ��
�źĮƬưƗ�Źŵ�ƽŶƴưƃƺƷ�ƾƗƺƳ�ƾŤƀƿŚŝ�ƖƳřƺƯ�ŵƺūƹ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƂƸū

Ƃǀě��ƶŝ�źĮƬưƗ�ƭŚŬƳř�ŢƸū�ƾƏŚƤƳ�ƹ�ƲƿŶƫřƹ�śŚŴŤƳř� Śţ�ŵƺƃ�ƾƴǀŝ
�ƾŤſŹŵƭŚŬƳřŶƳŻźƟ� ƹ�ŵƺƃ��ƲƨưƯźǀƛ� ƵŶƯō� ŵƺūƹ�ƶŝ�Ʊř�ƾƳŶƄƳ��
ŶƴƃŚŞƳ���ƭƺƸƠƯ�Żř�ŹŚƧ�Ʋƿř�ƭŚŬƳř�ƽřźŝŦƬŨƯ�ÊƳƺƫŵ�ƽŶƴŝƾ�šŚǀŝŵř�Źŵ�ƶƧ�

ƾţŚŞſŚŰƯ�ƶſŶƴƷ�ƱŚĭƹŵ�ƶŝ�ƾƿƺƳƹŹƹ�ŹřŵƺưƳÎ�ƵŵŚƠŤſř� �Ţſř�ƝƹźƘƯ�
Ţſř�ƵŶƃ���źƷƺưƳƾƿƺƳƹŹƹ� Źřŵ�ƱŚĭƹŵ�Ʀƿ��ƪƨƃ�ƶŝ�ƽŶƴŝ�ƮǀƀƤţ

�ƭŚƳ� Śŝ�ƶĩ�ŵŹřŵ�ƾŨƬŨƯƾƳƺƫŵ�ƽŶƴŝ�ƮǀƀƤţÏƯ�ƶŤųŚƴƃ�ƾ�Śŝ�ƹ�ŵƺƃ�
ŝ� żǀƳ�ƽźĮƿŵ� �ƭřŶĩ� źƷ�ƲŤƃřŵ�ƶŶƿō�ƾƯ�Ţſŵ� ��ƶĩ�Ŝǀţźţ�ƲƿŶŝ

ŦƬŨƯ�ŽƺŗŹ��ƹ�Ƶŵƺŝ�ƾƿƺƳƹŹƹ�ƾůřƺƳ�żĩřźƯ�ƱŚưƷ�ƵŶƃ�ŵŚŬƿř�ƽŚƷ
Ƶźĭ�Źƹ�ŹřŵƺưƳ�ƽŚƷƾƿƺƳƹƴƯ�ŵƺưƗ�ƾƣǈţ�ƪŰƯ�Śŝ�ƩŵŚƘƯ�ƞƈ��ƽŚƷ

ƾƯ�Ʊō�Śŝ�źƓŚƴŤƯ�ŦƬŨƯ�ŶƃŚŝ��ƪĪƃ��ì�ƞƫř���ƱŚǀƯ�ƍŚŞţŹř�ƾĮƳƺĮģ
ƾƯ�ƱŚƄƳ�řŹ�Ʊō�Śŝ�ƩŵŚƘƯ�ƾƳƺƫŵ�ƽŶƴŝ�ŦƬŨƯ�ƹ�ƾƿƺƳƹŹƹ�ŹřŵƺưƳ�ŶƷŵ�

@æé�>��
��

��
�ƞƫř���

��
�ś���

ƪƨƃ�ë��ƮŤƿŹƺĮƫř�ƪůřźƯ�RRT���ƞƫř���ƹŵ�Żř�źǀƀƯ�ƶƘſƺţ
ƝŶƷ�ƹ�ƕƹźƃ�ƶƐƤƳ���ś��ƶųŚƃ�ƝŸů�ƶƟŚƋř�ƽŚƷ��

                                                 
1�Voronoi Diagram 
2�Delaunay Tessellation (or Triangulation) 

RRT-BIDIRECTIONAL(xinit, xgoal) 
Ĳa.init(xinit);ôb.init(xgoal); 
For k = 1 to K do 

xrand ← Random_State(); 
If not (Extend(ôa, xrand) = Trapped) then 

If (Extend(ôb, xnew) = Reached) then 
Return Path(ôa, ôb); 

Swap(ôa, ôb); 
Return Failure; 

Build_RRT(xinit) 
ô.init(xinit) 
For k = 1 to K do 

xrand ← Random_State(); 
Extend(ô, xrand); 

Return ô 

 
Extend (ô, x�� 

xnear ← Nearest_Neighbor(x, ô); 
If New_State(x, xnear, xnew) then 
ô.add-vertex(xnew); 
ô.add-edge(xnear, xnew); 
If xnew= x then 

Return Reached 
Else 

Return Advanced 
Return Trapped 
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æåë������������������šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƥźŰŤƯ�ƥźŰŤƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ŚŝŶƿŶū�ƾƃƹŹŶƿŶū�ƾƃƹŹ���źŝ�ƾƴŤŞƯ�źŝ�ƾƴŤŞƯƮŤƿŹƺĮƫřƮŤƿŹƺĮƫř�������������������ƾŰǀƀƯ�žĜǀƫřƽŶƗŚſ�řźǀưſ�ƹ�Źƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ�� 

���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳ���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳŚºººŤƀŝŚţŚºººŤƀŝŚţƱƱ��æèîåæèîå���ŶƬū��ŶƬū�çççç���ƵŹŚưƃ��ƵŹŚưƃ�çç��

ƾƯ�źƿŻ�ƅřƺų�ƽřŹřŵ�ƾƳƺƫŵ�ƽŶƴŝ�ŦƬŨƯ�ƁƹŹ�ŶƃŚŝ���
��

æ��ŝ�źƈŰƴƯ�ƹ�ŚŤĪƿ�ƽŶƴŝ�ŦƬŨƯ�ƕƺƳ�ƶ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ŹřźĪţ�Śŝ�ƹ�Ţſř�ŵźƟ
ƾưƳ�ƽźǀǀƜţŶƴĩ���

ç��ƾƯ�ƾƳƺƫŵ�ƽŶƴŝ�ŦƬŨƯ�ƢƿźƏ�Żř�ƶƗƺưŬƯ�ƶŝ�řŹ�ŚƌƟ�ƪĩ�Ʊřƺţ�ƽř
ŻřŦƬŨƯ��ŵƺưƳ�ŻřźƟř�ƪųřŶţ�ƱƹŶŝ�ƽŚƷ���
è��ŦƬŨƯ� ŽƺŗŹ� �ŦƬŨƯ� źƷ� ƾƏŚŰƯ� Ƶźƿřŵ�Įƿŵ� ƽŚƷźŝŹŵ� řŹ� ź����

ƾưƳ�ŵźǀĭ��ƪĪƃ�ì��ś�����
é��ŵŹřŵ� řŹ�źţǇŚŝ�ƽŚƷŚƌƟ�ƶŝ�ƮǀưƘţ�ŢǀƬŝŚƣ�ƾƳƺƫŵ�ƽŶƴŝ�ŦƬŨƯ��ƶŝ�

ƶſ�ƽŚƌƟ�Źŵ�ƶĩ�ƽŹƺƏ�ƶƗƺưŬƯ�ƶŝ�ŚƌƟ�ƾƳƺƫŵ�ƢƿźƏ�Żř�ƽŶƘŝ��ƽř
ƭźƷ�ŻřƾƯ�ŻřźƟř�ƪƈŤƯ�ƮƷ�ƶŝ�ƽŚƷƽŹƺƏ�ƶŝ�ŵŵźĭ�źĩ�ƶĩş�ƾƐǀŰƯ�

ƭźƷ�źƷ�ŽƺŗŹ�Żř�ƵŶƳŹŸĭ�Ź�ŏưƳ�źŝ�Źŵ�řŹ�ƽźĮƿŵ�ƭźƷ�Žƾ�ŵźǀĭ���

��

���
�ƞƫř�� �� �� �� ��ś���

ƪƨƃ�ì���ƞƫř��Êŵ�ƽŶƴŝ�ŦƬŨƯÊƳƺƫ�ƾ�Ʋǀģ�Ǝų���ƱŚĭƹŵ�ƵřźưƷ�ƶŝ
ĄƹƱō�ƾƿƺƳƹŹ���ś��ƾƳƺƫŵ�ƽŶƴŝ�ŦƬŨƯ�ƭƺſ�ŢǀƇŚų�ƂƿŚưƳ��

��
�ƁƹŹ�ũřƹŹ�ƾÊƳƺƫŵƫŵ�ƹŵ�ƶŝǀƪŢſř�� �ŦƬŨƯ�ƶĪƳō�Ʃƹř�ŚƷƾƿ�ƪĪƃ�Śŝ�

ř�ŜſŚƴƯƿŵŚŬƯ�ƾ�Ʊō�ƱŚĭƹŵ�ƁƹŹ�ƹ�Ŷƴĩ�ƿƴƘƾŵ�ƿźĭŚƭřƺƳƹŹƹ�ƾƿ�Źŵ�
ŝŵřǀšŚŸě� ľǈƯŚĩ�ƿƶŤƟź� ƵŶƃ��ƽř� ƵŵźŤƀĭ� ŹŚǀƀŝ�ƽŚƷŵźŝŹŚƧ�ƽřŹřŵ� ƹ

Ţſř� �ƟźƏ� Żř�ƾŚƷ�ƁƹŹ�ƽŵ�ƿźĮŶƴŝ� ŦƬŨƯ�ƽ�ƭżƬŤƀƯ�šŚŞſŚŰƯ�
ƽŵŚƿŻřŹřŵ� ƹ� Ƶŵƺŝ�ƽě�ǀĤǀĭŶƾƳŚƯŻ�ƾƨǀƫŚů� Źŵ� �ŶƴŤƀƷ� ƾƿǇŚŝ�ƶ�

� ƶŞţźƯ� Źŵ�ƾƳƺƫŵ�ƽŚƷ�ŦƬŨƯ� ƶŞſŚŰƯ�ƾƳŚƯŻ�ƾĭŶǀĤǀěO(nlogn)�
�Ţſř@æé�>�řŸƫƺţ� Śŝ�ƾƯ� ơƺƟ�ƅřƺų� ƶŝ� ƶū��ƽŶƴŝ�ŦƬŨƯ� Żř� Ʊřƺţ

ŵƺưƳ�ƵŵŚƠŤſř�źǀƀƯ�ƽżƿŹ�ƶƯŚƳźŝ�ŢƸū�ŚƌƟ�ƾƫƺƬſ�ƶƿżŬţ�Źŵ�ƾƳƺƫŵ��
ƶƳƺưƳ�ŦƬŨƯ�ƽŚƌƟ�Żř�ƽř��ƪƨƃ�Źŵ�ƵŶƃ�ƽŶƴŝíŢſř�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ����

��

��
ƪƨƃ�í��ƶƳƺưƳ�ŦƬŨƯ�Żř�ƽř�šŚŝƹŹ�ŢƧźů�ƽŚƌƟ�ƽŶƴŝ��

ŦƬŨƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�šŹƺƇ�Źŵ�ŚŝƹŹ�ƎǀŰƯ�ƮǀƀƤţ�Źŵ�ƾƳƺƫŵ�ƽŶƴŝ�ƶŝ�š
ŦƬŨƯ�ŽƺŗŹ�ƱŚưƷ�ƖƳřƺƯ�ŽƺŗŹ��ƖƳřƺƯ�ƵřźưƷ��Śŝ�ƶĩ�ŵƺŝ�ŶƴƷřƺų�ŚƷ

�ƖƳřƺƯ�ƪųřŵ�ľǈƯŚĩ�Śƿ�ƵŶƃ�ŵŚŬƿř�ƽŚƸŨƬŨƯ��ŽƺŗŹ�ŢſŹŵ�śŚŴŤƳřƿŚ�
ŶƳŹřŵ� Źřźƣ� ŵřŻō� ƽŚƌƟ� Źŵ� ľǈƯŚĩ�ƾƯ� ƾƴƘƿ���Żř� ƵŵŚƠŤſř� Śŝ� Ʊřƺţ

ŦƬŨƯ�ƫŵ� ƽŶƴŝƾƳƺ�Żř� Ƣǀƣŵ� ŹƺƏ� ƶŝ� řŹ� ƖƳřƺƯ� ƽŚƌƟ� ƹ� ŵřŻō� ƽŚƌƟ�
ƺưƳ�ĨǀĪƠţ�źĮƿŶĪƿŵ����

ř�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ŚŝƿƲ�Źŵ�ƶƧ�Ŷƃ�ŶƷřƺų�ƭŚŬƳř�ƾƏŚƤƳ�Źŵ�ƊƿƺƘţ�ƁƹŹ�
ŶƴƃŚŝ�ƶŤƟźĭ�Źřźƣ�ŵřŻō�ƽŚƌƟ���ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�řŶŤŝř�źĮƬưƗ�Ʋƿř�ƭŚŬƳř�ƽřźŝ

ŦƬŨƯ� ƱŚǀƯ� Żř� ƾŨƬŨƯ� �ŢƫƹŹ� űźģ� Żř��ŵřŻō� ƽŚƌƟ� Źŵ� ŵƺūƺƯ� ƽŚƷ
ƾƯ� śŚŴŤƳř�ŵƺƃ��ŦƬŨƯ� �ŢƫƹŹ� űźģ� ƱƺƳŚƣ� ƶŝ� ƶūƺţ� Śŝ��ƶƧ� ƾƿŚƷ

� Żř�ƽźŤƄǀŝ�ƽŚƷźǀƀƯƱō�ƶŤƃŸĭ� ŚƷ��śŚŴŤƳř�ƽźŤƄǀŝ� ƩŚưŤůř� Śŝ� ŶƳř
Ŷƃ� ŶƴƷřƺų� ��ƾŝŚŴŤƳř� ŦƬŨƯ� Żř� ƶƧ� ƾƿŚƷźǀƀƯ� ƱŚǀƯ� Żř� žĜſ

ƾƯ�ƾƯ�śŚŴŤƳř�ƾƟŵŚƈţ�źǀƀƯ�ƹŵ��ŶƳŹŸĭ�ŵƺƃ����
ƾƯ� ƭŚŬƳř�ƝŸů� źĮƬưƗ�ƾŝŚŴŤƳř�ƲƿŶƫřƹ�ƽƹŹ� ƶƯřŵř� Źŵ��Źŵ� ƶƧ� ŵƺƃ

Ţưƀƣţ� ŶƘŝ�ŮǀƋƺŢſř� ƵŶƃ� Ƶŵřŵ�� ���ƝŸů� źĮƬưƗ� ƩŚưƗř� Żř�žě
ƹźų�ƹ�ŵƹŹƹ�ƍŚƤƳ�ƹ�ƵŶƃ�ƾƿŚſŚƴƃ�ƾŝŚŴŤƳř�ŦƬŨƯ�ƶŝ�Ŷƫřƹ�ƽŚƷźǀƀƯ�ũ

ƾƯ�ƭŚŬƳř�ƍŚƤƳ�Ʊō�Źŵ�ŚƷźǀƀƯ�ƽƹŹ�źŝ�ƊƿƺƘţ�ƪưƗ�ŵƺƃ��ƶƳƺưƳ��Żř�ƽř
�źĮƬưƗ�ƩŚưƗř�źŝ�ƊƿƺƘţ� ƹŵ�ƽƹŹ�ŵƺūƺƯ�źǀƀƯ�Źŵ�ƪƨƃî��ƾƯ� řŹ

Źŵ�Ʊřƺţ�ƪƨƃ�æå�ŵƺưƳ�ƵŶƷŚƄƯ���
��

��
ƪƨƃ�î�ƾƟŵŚƈţ�šŹƺƇ�ƶŝ�ŦƬŨƯ�Ʀƿ�śŚŴŤƳř���

��
ê�è��ƝŸů�źĮƬưƗ��

�ƩŚưƗř� ƊƿƺƘţ� źĮƬưƗ� Źŵ� ƾŝŚŴŤƳř� ƲƿŶƫřƹ� ƽƹŹ� źŝ� źĮƬưƗ� Ʋƿř
ƾƯ�ƾƯ�ƝŸů�ƵŶƃ�ƾƏ�ƵŵƺƸǀŝ�ƶƧ�řŹ�źǀƀƯ�Żř�ƾƏŚƤƳ�ƹ�ŵƺƃ�ŶƴƧ�ƹ�

ŶƴƧ�ƾƯ� źţŹřƺưƷ� řŹ� źǀƀƯ� ƶŬǀŤƳ� Źŵ� ��Ʋƿř� ƶŝ� źĮƬưƗ�Ʋƿř� ŵźƨƬưƗ
�ŦƬŨƯ� ƶŝ� Ŷƫřƹ� ƽŚƷźǀƀƯ� ũƹźų� ƹ� ŵƹŹƹ� ƍŚƤƳ� ƶƧ� Ţſř� šŹƺƇ

�řŹ�ŢƫƹŹ�űźģ�Ǝſƺţ�ƾŝŚŴŤƳř�ƾţŹƺƇ�Źŵ�žĜſ�ƹ�ƵŵźƧ�ƾƿŚſŚƴƃ
ƶƳƺĭ�ƶŝ�ƍŚƤƳ�Ʋƿř�ƶƧ��ƹŵ�Ʋƿř�Ʋǀŝ�źǀƀƯ�ŶƷŵ�ƱŚƄƳ�ƶƧ�ŶƴƃŚŝ�ƽř
ŵŹƺƯ�ŦƬŨƯ�Żř�ƶƐƤƳ��ƶƐƤƳ�ƹŵ�Ʋƿř�ƱŚǀƯ�ƍŚƤƳ��Ţſř�ƵŶƃ�ũŹŚų�źƔƳ
Ŷƃ�ŶƷřƺų�ƝŸů� �ƶƳƺưƳ��Źŵ�źǀƀƯ�Ʀƿ�źŝ�źĮƬưƗ�Ʋƿř�ƩŚưƗÊř� Żř�ƽř

�ƪƨƃææŢſř�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ����
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�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƥźŰŤƯ�ƥźŰŤƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ŚŝŶƿŶū�ƾƃƹŹŶƿŶū�ƾƃƹŹ���źŝ�ƾƴŤŞƯ�źŝ�ƾƴŤŞƯƮŤƿŹƺĮƫřƮŤƿŹƺĮƫř�����������������ƾŰǀƀƯ�žĜǀƫřƽŶƗŚſ�řźǀưſ�ƹ�Źƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ������������������������������æåì��

  

���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳ���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳƱŚººŤƀŝŚţƱŚººŤƀŝŚţ��æèîåæèîå���ŶƬū��ŶƬū�çççç���ƵŹŚưƃ��ƵŹŚưƃ�çç  

��
�ƞƫř���

��
�ś���

�ƪƨƃæå��šŚǀŗżūř�ƊƿƺƘţ�źĮƬưƗ�ƭŚŬƳ���ƞƫř���ŦƬŨƯ�ƹ�ƲƿŶƫřƹ
ƊƿƺƘţ�źĮƬưƗ�ƭŚŬƳř�ƽřźŝ�ƵŶƃ�śŚŴŤƳř���ś���ŵŚŬƿř�ƱřŶƳŻźƟ

ƵŶƃ��
��

��
��

��
ƪƨƃ�ææ�ƬưƗ�ƵƺŰƳ�ƨ�ŵźƝŸů�źĮƬưƗ��

ë�è��ƂƸū�źĮƬưƗ��
� ŚƷźǀƀƯ�Żř�ƽŵřŶƘţ� řŶŤŝř�źĮƬưƗ�Ʋƿř� Źŵ��źŤƯřŹŚě�ŵřŶƘţ�ƶŝMs� ��ƶŝ

ƾƯ�śŚŴŤƳř�ƾƟŵŚƈţ�šŹƺƇ�ŶƳƺƃ���źǀƀƯ�źƷ�ƽřźŝ�Ţſř�ƭŻǇ�žĜſ
ŵƺƃ�ƆŴƄƯ�ƂƸū�űźƳ� �ƮŤƿŹƺĮƫř�ƾųźŝ� Źŵ�ƂƸū�űźƳ��ŵŶƗ� ŚƷ

Ţſř�ƾŤŝŚŧ��ŵŚŬƿř�ŹƺƔƴƯ�ƶŝ�ƮŤƿŹƺĮƫř�Ʋƿř�Źŵ�ŚƯř�ƾĭŶƴƧřźěÎŹŵ��Ʋƿř�
ƶƬůźƯ��ƶƐŝřŹ�ŽŚſřźŝ�ƂƸū�űźƳ��æ��ƾƯ�ƆŴƄƯ�ŵƺƃ�@æê�>��

��
�æ�� �� �� �� �����������

  ä f
ó e

 
��

� ƶƐŝřŹ� Ʋƿř� Źŵf� źǀƀƯ� ƁŻřźŝ� ƖŝŚţ� ƱřżǀƯ� źĮƳŚƄƳ���ƩƺƏ� žƨƗ
źǀƀƯ��ŵźĭ�ƩŚƯźƳ�Ʀƿ�ƹ�źƠƇ�Ʋǀŝ�ƶƧ�ŢſřƿƵŶ��źǀƀƯ�ƩƺƏ�žƨƗ��

ƹ�ě�Ţſř�Źƺţřźěř�ƩźŤƴƧ�ŢŰţ�ƶƧ�Ţſř�ƽźŤƯřŹŚ���Źŵ�ƂƸū�ŵřŶƘţ
�ƩƺƏ�Śŝ�źǀƀƯ�źƷLŚŝ�źŝřźŝ��ı 
�LŢſř����ƶƐŝřŹ�Żř�ƶƧ�ŹƺƐƳŚưƷ�ơƺƟ

Żřźŝ�ƶģ�źƷ�Ţſř�ƆŴƄƯƯ�ŶƃŚŝ�źŤƸŝ�ƽźǀƀƯ�ƁƱřżǀ�ƽƹŹ�ƂƸū�
Ţſř�źŤưƧ�Ʊō���

žěƘţ� Żř�ǀǀƲƀƯ� źƷ� Źŵ� ƂƸū� ŵřŶƘţ�ǀźŝŚŴŤƳř�ƾ��Ţſř� ƭŻǇ�
Ʊĥ�ŚƷƾƿƟŵŚƈţ�šŹƺƇ� ƶŝ� ƶĩ�ƾř� Źŵ�ƿƲƀƯ�ǀŚƷźƯ�śŚŴŤƳř�ƾ�ŶƳƺƃ�

ĭ� Źřźƣ�ƂƸū�ŢŰţǀŶƳź� �řźŝƽř�ƿƲƳƺƫŵ�ŦƬŨƯ� ŹŚĩ�ƾ�Ʊĥ�ƶŝ�ƍƺŝźƯ�
ŝŚŴŤƳřƾŚſŚƴƃ�ƾƿř�ƶƐƤƳ�ƹ�ƵŶƃ�ƽƟŵŚƈţ�ƾ�ƱƹŹŵ�ř�ƶǀůŚƳƽ��ƶŝƕŚƘƃ�
ƣǈţƾŵ�ŦƬŨƯ�Śŝ�šŚŝƹŹ�ƭŚĭ�ƩƺƏ�ƳƺƫƾŚƷ�ŦƬŨƯ�ƹ�ƽŚƀưƷ�ƿƶ�ƆŴƄƯ�
ƾƯ�ŵƺƃ��Śū�ƵŶƃ�śŚŴŤƳř�ƶƐƤƳ�žĜſƿżĮƿƲŝŚŴŤƳř�Ʊĥ�ƾƯ�ƾ�ŵƺƃ���
��
ì�è��ŚƷźŤƯřŹŚě�ŢǀſŚƀů�ƪǀƬŰţ��

ƂǀěƮŤƿŹƺĮƫř� źƷ� ƾƿřŹŚƧ� ƱřżǀƯ� ƲǀǀƘţ� Żř���ƭŻǇ�ƦǀŤƀƿŹƺǀƷŚŤƯ�
�Źŵ�ŵƺūƺƯ�ƽŚƷźŤƯřŹŚě�ƶŝ�ŢŞƀƳ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ŢǀſŚƀů�Ţſř�ƮŤƿŹƺĮƫř

ƆŴƄƯŵƺƃ�� �� �źŤƯřŹŚě� ƶſNit��� ƮŤƿŹƺĮƫř� Źřźƨţ� ŵřŶƘţŚƿ��ƍźƃ
ƞƣƺţ���į��ƆŴƄƯ�źŤƯřŹŚě�ƂƸū�ƪǀƀƳŚŤě� ƵŶƴƴƧ� �� ƹCs���źŤƯřŹŚě

ƊƿƺƘţ� źĮƬưƗ� űźƳ� �Ư� ƾſŹźŝ� ŹƺƔƴƯ� Ʋƿř� ƶŝƾ��ŶƳƺƃ�ƶƧ� řźģ�
�ƱŚƄƳ� řŹ� ƽŵŚƿŻ� ŢǀſŚƀů� ŚƷźŤƯřŹŚě� źĮƿŵ� ƶŝ� ŢŞƀƳ� ƮŤƿŹƺĮƫř

ƾưƳ�ŵ�ŶƷ��ƶƬŘƀƯ�Ʀƿ�ŹŚƧ�Ʋƿř�ƽřźŝ�ƽŚƌƟ�Źŵ�çå�çå�Śŝ�çê�ƹ�ƖƳŚƯ�
�Śŝ�ŚƌƟ�ƲǀưƷ�Źŵ�ƶƬŘƀƯ�ƦƿêåŢſř�ƵŶƃ�ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�ƖƳŚƯ����

Ʋǀƫƹř� ƮŤƿŹƺĮƫř� ƽřźūř� šŚƘƟŵ� ŵřŶƘţ� ƵŶƃ� ƾſŹźŝ� źŤƯřŹŚě��Nit��
Ţſř� ��šŚƘƟŵ� Śŝ� ƮŤƿŹƺĮƫř�ƽŚƷřźūř� Żř� ƵŶƯō�Ţſŵ� ƶŝ� ƽŚƷ�śřƺū

�ƪƨƃ�Źŵ�řźūř�ƞƬŤŴƯæç�ƪƯŚƃ�Ŝǀţźţ�ƶŝ�ƶĩ��ŶƳř�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ�
ƪǀƬŰţ�ƱŚƯŻ�ƹ�źǀƀƯ�ƩƺƏ�ƾſŹźŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ŢǀſŚƀů�

Ţſř�ƪů����
ƱŚưƷ�ƄƯ� ƶĩ� ƶƳƺĭƵŶƷŚ�ŵƺŞƸŝ� ƮŤƿŹƺĮƫř� Ʃƹř� ŹřźĪţ� Źŵ� �ŵƺƃ�ƾƯ�

ŹřźĪţ� ŵřŶƘţ�ƂƿřżƟř� Śŝ� ŚƯř� ŵƺƃ� ƾƯ� Ƶŵřŵ� śřƺū� Źŵ� ƽŵŚƿŻŚƷ�ƹ�
�Żř� ƹ� ƶŤƃřŵ� ƾƄƷŚĩ� ƽŶƳƹŹ� ŵƺŞƸŝ� ƱřżǀƯ� �ƾƿřźĮưƷ� ƶŝ� Ʃƺƈů

ƿŻ� řźūř� ŹŚŝ� źƷ� Źŵ�ƪů�ƱŚƯŻ�ƾƟźƏŵƺƃ�ƾƯ�ŵŚ� ��ŢƸū� �ƶŬǀŤƳ� Źŵ

                                                 
1 Diversification 

ƶǀƫƹř�źǀƀƯ��

ƀƯƩŚưƗř�Żř�žě�źǀ��
ƝŸů�źĮƬưƗ��
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æåí������������������šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƥźŰŤƯ�ƥźŰŤƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ŚŝŶƿŶū�ƾƃƹŹŶƿŶū�ƾƃƹŹ���źŝ�ƾƴŤŞƯ�źŝ�ƾƴŤŞƯƮŤƿŹƺĮƫřƮŤƿŹƺĮƫř�������������������ƾŰǀƀƯ�žĜǀƫřƽŶƗŚſ�řźǀưſ�ƹ�Źƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ�� 

���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳ���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳŚºººŤƀŝŚţŚºººŤƀŝŚţƱƱ��æèîåæèîå���ŶƬū��ŶƬū�çççç���ƵŹŚưƃ��ƵŹŚưƃ�çç��

�ŹřŶƤƯ��ƊƣŚƴŤƯ�ŹŚǀƘƯ�ƹŵ�Ʋƿř�ƱŚǀƯ�ƩŵŚƘţ�ƒƠůæå� �NitƳ�Źŵ�źƔ�
ŵƺƃ�ƾƯ�ƶŤƟźĭ���ŶƿŚŝ�ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƅƺƈų�Źŵ�ƶƧ�ƭƹŵ�źŤƯřŹŚě

� źŤƯřŹŚě� ŵƺƃ�ƲǀǀƘţ�ƂƤƳ� ƮŤƿŹƺĮƫř�ƂƸū� źĮƬưƗ� Źŵ� ƶƧ�Ţſř�
ŵŹřŵ� ��ƂƸū� ƪǀƀƳŚŤě� ŶƃŚŝ� źŤưƧ� źŤƯřŹŚě� Ʋƿř� ŹřŶƤƯ� ŹŶƤģ� źƷ

ǀŝ�ŚƷźǀƀƯ�Źřźƣ�ƂƸū�źĮƬưƗ�ŢŰţ�ƽźŤƄǀŝ�ƍŚƤƳ�ŵřŶƘţ�ƹ�Ƶŵƺŝ�źŤƄ
ƾƯ�ŶƳźǀĭ��ƪǀƬŰţ�ƹŵ�Źŵ�ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř�Źŵ�źŤƯřŹŚě�Ʋƿř�ŢǀſŚƀů�

ƪƨƃ�Źŵ��ƶƳƺưƳ�ƶƬŘƀƯ��æèŢſř�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ���ƱŚưƷ��Źŵ�ƶƧ�ŹƺƏ
ƪƨƃ��æè�ƾƯ�ƵŶƷŚƄƯ��ŹřŶƤƯ�ƂƿřżƟř�Śŝ�ŵƺƃ�ƂƿřżƟř�źǀƀƯ�ƩƺƏ�

ƾƯ�ƂƷŚƧ�ƪů�ƱŚƯŻ�ƹ�ƶŤƟŚƿ�ŶŝŚƿ��ŵ�ŚƯřŹřŶƤƯ�Ź�æê�� ��ƩƺƏ�Ŝǀƃ�
ƾƯ�źǀǀƜţ�ƾſƺƀŰƯ�šŹƺƇ�ƶŝ�źǀƀƯ��żǀƳ�ƪů�ƱŚƯŻ�ƾƟźƏ�Żř�ƹ�ŶƴƧ

ŹřŶƤƯ�ƂƿřżƟř�Śŝ��ů�ŹŵŢſř�ƂƷŚƧ�ƩŚ���
��

��

��
�ƪƨƃæç��ƪǀƬŰţśřƺū�ŢǀƠǀƧ�ŢǀſŚƀů��šŚŞſŚŰƯ�ƱŚƯŻ�ƹ��

�źŤƯřŹŚě�ƶŝ�ŢŞƀƳ�ƮŤƿŹƺĮƫřNit��
��

��
��

��
�ƪƨƃæè��ƪǀƬŰţśřƺū�ŢǀƠǀƧ�ŢǀſŚƀů��ƱŚƯŻ�ƹ��

�šŚŞſŚŰƯŤƿŹƺĮƫř�źŤƯřŹŚě�ƶŝ�ŢŞƀƳ�Ʈ��

� ƭƺſ� źŤƯřŹŚěCs�ƦǀŤƳĥ�ƮŤƿŹƺĮƫř� Źŵ�ƊƿƺƘţ� źĮƬưƗ� Źŵ� ƶƧ�Ţſř�
�ƮŤƿŹƺĮƫř�ŢǀſŚƀů�Ţſř�ƭŻǇ�ƶŬǀŤƳ�Źŵ�ŵŹřŵ�řŹ�ƽŶǀƬƧ�ŹŚǀƀŝ�ƂƤƳ

ŵƺƃ�ƵŶǀŬƴſ�źŤƯřŹŚě�Ʋƿř�ƶŝ�ŢŞƀƳ� �ŬǀŤƳŠ�ƪƨƃ�Źŵ�ŹŚƧ�Ʋƿř�æé�
Ţſř� ƵŶƃ� Ƶŵřŵ� ƱŚƄƳ��ƾƯ� ƵŶƷŚƄƯ�� ŵƺƃ� ƶƧ� ŹřŶƤƯ�ƂƿřżƟř� ŚŝCs�

ƷŚƧ�źǀƀƯ�ƩƺƏƾƯ�Ƃ��ƱŚƯŻ�ƹ�ŶŝŚƿ�ƪůƾƯ�ƂƿřżƟř�ŶŝŚƿ� ��ƶƐƤƳ�Źŵ
æê� �Csƪƨƃ�Źŵ�Ŝǀƃ�źǀǀƜţ���ƶŝ�ƶƐƤƳ�Ʋƿř�ƶŬǀŤƳ�Źŵ�ŵŹřŵ�ŵƺūƹ�

�ƱřƺƴƗŹřŶƤƯƄǀě��ƮŤƿŹƺĮƫř�Źŵ�ƽŵŚƸƴŢǀŞŨţƾƯ��ŵƺƃ���
��

��

��
�ƪƨƃæé��ƪǀƬŰţśřƺū�ŢǀƠǀƧ�ŢǀſŚƀů��ƱŚƯŻ�ƹ��

�šŚŞſŚŰƯ�źŤƯřŹŚě�ƶŝ�ŢŞƀƳ�ƮŤƿŹƺĮƫřCs��
��

�šƹŚƠŤƯ�źƿŵŚƤƯ�ƾſŹźŝ�Żř�žě�ƽřźŝ�ŠǀƬƧ�ƶŝ�ƩŶƯ�Ʋƿř�ƽŚƷźŤƯřŹŚě
�ƁƹŹ�ƪǀƬŰţ�ŭźƃ�ƶŝ�ƽŵŚƸƴƄǀě�ƽŚƷźŤƯřŹŚě�źƿŵŚƤƯ��ŚƐų�ƹ�ƾƘſ

�ƩƹŶūæŶƳř� ƵŶƃ�ƲǀǀƘţ�� ��ƽŚƷźŤƯřŹŚě� ƶĩ�Ţſř� źĩŷ�ƶŝ� ƭŻǇk�ƹ�
res�ƽŚƌƟ�Źŵ�çå
çå�ŵŚƘŝř�źǀǀƜţ�šŹƺƇ�Źŵ�ƹ�ŶƳř�ƵŶƃ�ŵŚƸƴƄǀě�
ŚƌƟ�ŶƳƺƃ�ƾƯ�źǀǀƜţ�ƁƺŴŤſŵ�ŚƷźŤƯřŹŚě�Ʋƿř����

��

ƩƹŶū�æ���źƿŵŚƤƯƽŵŚƸƴƄǀě�ƽřźŝ�ƽŚƷźŤƯřŹŚě�ƮŤƿŹƺĮƫř��
źŤƯřŹŚě��k��res��Nit��Ps��Cs��Ms��ä��Nrat��

ŹřŶƤƯ�ƽŵŚƸƴƄǀě��æ�å��ç��æå��çå��æê��æå��æê��è�å��
��

é��ƾţŚŞſŚŰƯ�ŪƿŚŤƳ��
ƮŤƿŹƺĮƫř�ƾƿřŹŚƧ� ƱřżǀƯ�ƲǀǀƘţ�ƽřźŝ��Ţſř� ƭŻǇ� ƵŶƃ� ƶŗřŹř�ƦǀŤƳĥ�

�Ʋƿř�Ǝſƺţ� ƵŶƃ�ƲǀǀƘţ� ƩƺƏ�ƎſƺŤƯ�ƾƴƘƿ� �Ʊō� Żř� ƪƇŚů�ŪƿŚŤƳ
řŹ�ƁƹŹ�Ư�ƩƺƏ�Śŝ�ƁƹŹ�Ǝſƺţ�ƵŶƃ�ƲǀǀƘţ�źǀƀ��ŵƺūƺƯ�źĮƿŵ�ƽŚƷ

ŵƺưƳ� ƶƀƿŚƤƯ�šŚǀŝŵř� Źŵ� ��ƁƹŹ� ƶſ� ƶƀƿŚƤƯ� Ʋƿř� ƭŚŬƳř� ŹƺƔƴƯ� ƶŝ
ƵŶƃ� śŚŴŤƳř� šŚǀŝŵř� Źŵ� ŵƺūƺƯ� ƦǀſǈƧ�ŶƳř���ƁƹŹ� Ʃƹř� ƁƹŹ

ŹŚĮƳŶƿŵ�(Visibility Graph)Ţſř��ƭŚĮƴƸŝźǀƛ� Ǝƿřźƃ� Źŵ� ƶƧ�
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�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƥźŰŤƯ�ƥźŰŤƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ŚŝŶƿŶū�ƾƃƹŹŶƿŶū�ƾƃƹŹ���źŝ�ƾƴŤŞƯ�źŝ�ƾƴŤŞƯƮŤƿŹƺĮƫřƮŤƿŹƺĮƫř�����������������ƾŰǀƀƯ�žĜǀƫřƽŶƗŚſ�řźǀưſ�ƹ�Źƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ������������������������������æåî��

  

���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳ���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳƱŚººŤƀŝŚţƱŚººŤƀŝŚţ��æèîåæèîå���ŶƬū��ŶƬū�çççç���ƵŹŚưƃ��ƵŹŚưƃ�çç  

ƹŵ�ƽŚƌƟ� Źŵ� řŹ� ƶƴǀƸŝ� źǀƀƯ��ƆŴƄƯ�šŚŝƹŹ�ŢƧźů�ƽřźŝ�ƽŶƘŝ
ƾƯ�ŶƴƧ�ƁƹŹ� Ʋǀƫƹř� Żř� ƾƨƿ� ƁƹŹ� Ʋƿř���ƽřźŝ� ƵŶƃ� ƶŗřŹř� ƽŚƷ

ƶƯŚƳźŝ�ƹŵ� ƽŚƷŚƌƟ� ƽřźŝ� ŚƸƴţ� ľǇƺưƘƯ� ƹ� Ƶŵƺŝ� šŚŝƹŹ� ŢƧźů� ƽżƿŹ�
ĄŝŢſř� ƵŵŚƠŤſř�ƪŝŚƣ�ƽŶƘ� ��Śŝ� ƖƳřƺƯ�ŽƺŗŹ� ƩŚƈţř� Śŝ�ƁƹŹ�Ʋƿř� Źŵ

ƶƐƤƳ�ƹ�źĮƿŶƨƿ�ƾƯ�ƪǀƨƄţ�ƾƟřźĭ�ƱŚƿŚě�ƹ�ƕƹźƃ�ƽŚƷ��ƭŻǇ�ƶƧ�ŵƺƃ
ƁƹŹ�Żř�ƾƨƿ�Śŝ�ŢƿŚƸƳ�Źŵ�Ţſř��ƺŬŤƀū�ƽŚƷ�Źŵ�źǀƀƯ�ƲƿźŤƷŚţƺƧ�

ŵƺƃ�ƆŴƄƯ�Ʊō���ƹ�Ƶŵƺŝ�ƾƿǇŚŝ�ƾƳŚƯŻ�ƾĭŶǀĤǀě�ƽřŹřŵ�ƁƹŹ�Ʋƿř
ŵ�ƽƺŬŤƀū�ƁƹŹ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�šŹƺƇ�Źŵ�Ʊō�ƾĭŶǀĤǀěřřźŤƀƿ��źŝřźŝ

O(n2logn)ƾƯ��ŶƃŚŝ�� ƹ�ƩƺưƘƯ�ƱřŶƴģ�ƁƹŹ�Ʋƿř� Żř� ƵŵŚƠŤſř� řŸƫ
ƳǀŢƀ�@æ��>�źţǇŚŝ�ŵŚƘŝř�Śŝ�ƾƿŚƷŚƌƟ�ƅƺƈų�Źŵ�ƁƹŹ�Ʋƿř�ƾƟźƏ�Żř

ƴǀƸŝ�ŶƘŝ� ƹŵ� ŻřƁƹŹ�źĮƿŵ� ƹ� ƵŵƺŞƳ�ƶ��ŹŚĮƳŶƿŵ�ƁƹŹ�Żř� ŵƺūƺƯ�ƽŚƷ
ƾƯ� ƪưƗ� źŤƸŝ�ŶƴƴƧ��� ƁƹŹ� ƭƹŵ� ƁƹŹŹřŵƺưƳ�ƶƧ� Ţſř� ƾƿƺƳƹŹƹ�

� Śŝ� ƹ� ƵŵƺưƳ� ƮǀƀƤţ� řŹ� šŚŝƹŹ� ŵřŻō� ƽŚƌƟ� ƽźǀƀƯ� ƲŤƟŚƿ�ƽƹŹ
ŶƴŝŻźƯ�� ƽƽŚƷƵŶƃ� ƭŚŬƳř�řźŤƀƿřŵ� ƁƹŹ� Ǝſƺţ��ŢƧźů� źǀƀƯ� �

ƾƯ�ƆŴƄƯ�ŵƺƃ��Ʊō�ŢƬƗ�ƶŝ�ƁƹŹ�Ʋƿř�ƲƯř�ƶƧ��šŚŝƹŹ�źǀƀƯ�Ʋƿźţ
� řŹƾƯ�ƶŗřŹř��ƶŤƟźĭ�źƔƳ� Źŵ�ƶƀƿŚƤƯ�ŢƸū�ƭƹŵ�ƁƹŹ�ƱřƺƴƗ�ƶŝ�ŶƷŵ

Ţſř�ƵŶƃ��ƁƹŹ�ƭƺſ�ƁƹŹ��Ɩƿźſ�ƾƟŵŚƈţ�ƁƹŚƧ�ŢųŹŵ(RRT)�
ǀƳŚƨƯ�Ʊŵƺŝ�ƾƫŚưŤůř�ŢƬƗ�ƶŝ�ƶƧ�Ţſřż�Ţſř�ŹŵŚƣ�ƍŚƤƳ�śŚŴŤƳř�ƭ�ƶŝ

�ŢƗźſśřƺū�ƵŶƴƧřźě�ƽŚƷ�ƿř�śřƺū�ƽŚƌƟ�Źŵ� řŹ�ƽřŵŚŬ�Źŵ� ƹ�ŶƴƧ�
ƮưǀƴǀƯ�Źŵ�ƶŬǀŤƳ�ŵźǀĮƳ�Źřźƣ�ƾƬŰƯ�ƽŚƷ��ūƶƀƿŚƤƯ�ŢƸ�ŹŚƸģƁƹŹ��

�ơƺƟ�çåƬŘƀƯ�Š�ƾŝŚŴŤƳř��ƹ�ƾůřźƏ�ƪƨƃ�ƽŻŚƯ�Śƿ�ƵŶƴƧřźě�ƖƳřƺƯ�Śŝ
ŶƳŶƃ�ƪů���ƪƨƃæêźƿƺƈţ���Ʀƿ�ƶƬŘƀƯŶƷŵ�ƾƯ�ƱŚƄƳ�řŹ�ƶƳƺưƳ���

�ŪƿŚŤƳšŚŞſŚŰƯ��ƩƹŶū�Źŵç�ƪƨƃ�ƹ�æë�ƵŶƯōř�ŶƳ��ƱŚưƷƶƳƺĭ��ƶƧ�
� Żř� ƩƹŶūçŢſřŶǀě��ŜūƺƯ� ƎſƺŤƯ� ŹƺƏ� ƶŝ� ƦǀŤƳĥ� ƮŤƿŹƺĮƫř�

�ƩŵŚƘƯ�ƽŵƺŞƸŝçê��Źŵśřƺū���ƁƹŹ�Ǝſƺţ�ƵŶƃ�ŵŚŬƿř�ƶǀƫƹř�ƽŚƷ
RRTƾƯ��ŵƺƃ����

�Żř� ƾƨƿ� ƶƧ� ƾƿƺƳƹŹƹ�ƁƹŹ� ƶŝ� ŢŞƀƳ�ƦǀŤƳĥ� ƮŤƿŹƺĮƫř� ƾƟźƏ� Żř
ƩƺưƘƯ�ƁƹŹ�Ʋƿźţ�ƶƯŚƳźŝ�ƽŚƷ�ƾƯ�ŢƧźů�ƽżƿŹ��ƩŵŚƘƯ�ƾƄƷŚƧ�ŶƃŚŝ

æì��� řŹ�źǀƀƯ�ƩƺƏŢſřŹřŵ���ƁƹŹ�ƽŚƐų�ŶƿŶū�śřƺū�ƶŝ�ŢŞƀƳ
�ƶƴǀƸŝ�ŵ�ƽŚƌƟ�Źŵ�ŹŚĮƳŶƿŵ�ƁƹŹ�Żř�ƵŶƯō�Ţſŵ�ƶŝ�śřƺūƽŶƘŝ�ƹ��

�ƩƹŶū�Źŵ�żǀƳç�Ţſř� ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�ƱŚƄƳ� ŹƺƏ�ƶŝ�ƶƧ� ��źŝřźŝ�ƎſƺŤƯ
ê�æç��Ţſř��ƹ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ��ŢƗźſ�ƮŤƿŹƺĮƫř�ƹ�ŶƿŶū�ƮǀưƘţ�ŢǀƬŝŚƣ

ƶŝ� Ʊōƹŵ� Żř� źţǇŚŝ� ƽŚƷŚƌƟ��� �ŶƘŝ� ƽŚƐų� ƮŤƿŹƺĮƫř�Śŝ� ƶƀƿŚƤƯ� Źŵ
�Ʊō�ƽŚƿřżƯ�ƪŝŚƣƉŚưƛřŢſř����

��

��
ƪƨƃ�æê��ƶƳƺưƳ�ƶƬŘƀƯ��ƵŹŚưƃ�î�Źŵ�ƩƹŶū�ç�Śŝ�éåƳŚƯ�Ɩ��

��
�ƩƹŶūç��ƮŤƿŹƺĮƫř�ƶƀƿŚƤƯ�ƦǀŤƳĥ��ŶƿŶūƁƹŹ�źĮƿŵ�Śŝ�ŚƷ��

źǀƀƯ�ƩƺƏ�ƎſƺŤƯ� ��ŢŞƀƳ�ŚƐų�ŶƇŹŵ
ƶƴǀƸŝ�źƿŵŚƤƯ�ƶŝ��

�ŹŚĮƳŶƿŵ�ƁƹŹ�� �

�ŢŞƀƳ�ŵƺŞƸŝ�ŶƇŹŵ
ƾƿƺƳƹŹƹ�ƁƹŹ�ƶŝ� �

�ŢŞƀƳ�ŵƺŞƸŝ�ŶƇŹŵ
�ƁƹŹ�ƶŝRRT� � ŹŚĮƳŶƿŵ�ƁƹŹ� � ƾƿƺƳƹŹƹ�ƁƹŹ� � �ƁƹŹRRT �ƁƹŹGA �ŵŚƘŝř�ƽŚƌƟ

ŹŚĩ 

ƖƳřƺƯ�ŵřŶƘţ ƶƬŘƀƯ 

ëí�çé�� êç�æè æå�æì èæ�æí éå�çë êé�çì íè�çç çå�çå æê æ 

æî�çé æå�æí åë�æî åæ�æî íè�çí æì�çî ëæ�çè�� çå�çå æí ç 

çé�æê ëé�æí ëî�çå åê�çæ íç�çî êî�èå çë�çé çå�çå çå è 

ìí�í éî�æé çç�çæ ìæ�çå èê�çë�� ëå�çí êè�çç çå�çå çç é 

ëë�ì�� èë�æç éç�çé éê�çç êí�çì îí�èæ æì�çé çå�çå çê ê 

íé�î�� çé�ææ èë�æî êì�çé éæ�èå éì�èè îî�çë çå�çå çí ë 

êè�æç éë�î åí�æë æè�çè ìê�çí åç�èæ åè�çë çå�çå èå ì 

ìî�æç�� çë�çæ êê�çå ææ�çæ çé�èå�� îì�çî íæ�çè çå�çå èê í 

åé�í çî�æë ëí�çç çê�çå æé�çë�� èå�çí íí�çæ çå�çå éå î 

ææ�í ëé�æì èë�èæ éå�çè ìç�èå îê�èè èå�çê çå�çå éê æå 

ëæ�ê�� ìí�æë çê�çå êç�çè íê�çî æê�èæ íé�çé çå�çå êå ææ 

íç�í�� èå�æî�� ëê�çí�� ëì�æèç�� îç�æìí èë�çåç�� èí�æéé�� êå�êå�� æåå�� æç��
èî�æå�� èê�çç�� íå�çí�� ëè�æèí�� åí�æîì�� îì�çæé�� åé�æêè�� êå�êå�� æêå�� æè��
îç�î�� éå�ææ�� éí�çí�� æë�èåè�� æê�èìë�� îë�éëê�� çë�èèè�� æåå�æåå�� çåå�� æé��
îé�ì�� êè�æé�� åì�çê�� îë�èåæ�� èé�èíæ�� åç�éèê�� îé�èçê�� æåå�æåå�� çêå�� æê��
èí�æê�� ëç�æë�� ìæ�èè�� çå�çìî�� èî�èíë�� îë�éíê�� æê�èçç�� æåå�æåå�� èåå�� æë��
êë�ë�� ëî�æé�� çå�çè�� ëå�èæê�� çé�èîé�� îë�éèì�� èç�èèë�� æåå�æåå�� èêå�� æì��
îæ�æî�� ëè�çé�� æì�èì�� íç�çíæ�� èí�ééí�� íî�êèì�� îé�èèì�� æåå�æåå�� éåå�� æí��
èç�èå�� èå�æí�� îê�çî�� éí�èêî�� èé�éêè�� ìê�êçí�� èí�èìå�� æåå�æåå�� éêå�� æî��
êë�è�� îæ�çæ�� ëî�èç�� îç�éçé�� êì�êëè�� ìí�ëêè�� åí�ééå�� æåå�æåå�� êåå�� çå��

êæ�æç��� ëì�æë��� åç�çê��� �ƲǀĮƳŚǀƯŵƺŞƸŝ�ŶƇŹŵ��ŚƐų�Śƿ���
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ææå������������������šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�šŚŝƹŹ�ƾŝŚƿźǀƀƯ�ƥźŰŤƯ�ƥźŰŤƯ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ŚŝŶƿŶū�ƾƃƹŹŶƿŶū�ƾƃƹŹ���źŝ�ƾƴŤŞƯ�źŝ�ƾƴŤŞƯƮŤƿŹƺĮƫřƮŤƿŹƺĮƫř�������������������ƾŰǀƀƯ�žĜǀƫřƽŶƗŚſ�řźǀưſ�ƹ�Źƺě�ƲƿŻźŝ�ŻŚƳźƟ�� 

���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳ���Ŷǀƫƺţ�ŢƿźƿŶƯ�ƹ�ƖƿŚƴƇ�ƾſŶƴƸƯ�ƾƬƬưƫř�Ʋǀŝ�ƶƿźƄƳŚºººŤƀŝŚţŚºººŤƀŝŚţƱƱ��æèîåæèîå���ŶƬū��ŶƬū�çççç���ƵŹŚưƃ��ƵŹŚưƃ�çç��
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ŹƺĮƫřƿƮŤŤƳĥ�ǀĨ�ƵŶƃ�ƶŗřŹř��řŹ�ƽŚƷŚƌƟ�ŹŵźţǇŚŝ��żǀƳ�ƶƘſƺţŵřŵ���Ʋƿř
�ƶƧ�Ţſř�ƾƫŚů�Źŵƹŵ�Żř�Ƃǀŝ�ƽŚƷŚƌƟ�Źŵ�ŹŚĮƳŶƿŵ�ƁƹŹ��ƵƹǈƗ�ŶƘŝ

��ƾƳǇƺƏ�ŹŚǀƀŝ�ƪů�ƱŚƯŻ�źŝŶǀƫƺţƾưƳ�Ʋǀưƌţ�řŹ�ƶƴǀƸŝ�śřƺū��ŶƴƧ��
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