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ABSTRACT 

 
 

In this paper, multi-class dynamic PERT network is considered as a 

queueing network, where the projects are similar and new projects 

are generated according to a Poisson process. Each activity is 

performed independently in its corresponding service station with 

exponential distribution by one server from several servers settled in 

the service station based on FCFS (Fist Come, First Served) 

discipline. Also, each project’s end result has a penalty cost that is 

some linear function of its due-date and its actual completion time. 

In this investigation, for computing the due date for multi-class 

dynamic PERT network, we first convert the queueing network into a 

stochastic network. Then, by constructing an appropriate finite-state 

continuous-time Markov model, a system of differential equations is 

created to solve and find the project completion time distribution for 

any particular project, analytically. Finally, the optimal due date for 

delivery time is obtained by using a linear function of its due-date 

and minimizing the expected aggregate cost per project. 
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پويا با چندين   هاي پرت در شبکهمقرر تحويل پروژه  تعيين موعد

 دهنده خدمت
  

  

  و سعيد يعقوبي *سيامک نوري
 

 چکيده:                            يکلمات کليد
ه نظرگرفتصورت يک شبکه صف در دهنده به پويا با چندين خدمت هاي پرت در اين مقاله ، شبکه 

شوند.  ده و طبق فرآيند پوآسون وارد سازمان ميبو هاي ورودي کاملاً مشابه طوري که پروژه است، به شده

کاري متناظر خود و فقط توسط يک  طور مستقل از هم و با توزيع نمايي در ايستگاه ها به فعاليت

 FCFS)(دهنده موجود و با نظم اولين ورودي، اولين سرويس دهنده از ميان چندين خدمت خدمت

اي برحسب زمان تکميل واقعي پروژه و زمان متعهد  روژه يک هزينه جريمهشوند. همچنين هر پ انجام مي

آوردن زمان ثابت  دهد. در اين پژوهش، براي بدست خود اختصاص مي شده توسط مجري پروژه، به

دهنده، ابتدا شبکه صف را به يک شبکه احتمالي  پويا با چندين خدمت هاي پرت موعدمقرر در شبکه

باشد،  د يک مدل مارکوفي مناسب که داراي حالات محدود و زمان پيوسته ميتبديل نموده و با ايجا

توان تابع توزيع زمان تکميل هر پروژه را  مي درنتيجهگردد که  معادله ديفرانسيلي سيستم تشکيل مي

هاي کلي هر  کردن ميانگين هزينه گيري از يک تابع جريمه خطي و حداقل بدست آورد. درنهايت با بهره

 .آيد ها بدست مي موعدمقرر براي تحويل پروژهپروژه، 

 
 9. مقدمه9

عنوان يک ديدگاه  هاي اخير، رويکرد پروژه محوري به در سال

طوري که  است به ها اتخاذ شده اصلي، در بسياري از سازمان

شان انجام  هاي ها براساس پروژه ها و اقدامات سازمان فعاليت

اغلب با يک سيستم ها  شوند. در چنين شرايطي، سازمان مي

برداري هر چه بهتر از  روبرو هستند که براي بهره 2اي چندپروژه

هاي سازمان به  امکانات و منابع، آنها را در بين تمامي پروژه

زمان  سبب اجراي هم ها، به گذارند. در اين گونه سازمان اشتراک مي

شده که  مطرح 3اي ريزي چندپروژه چندين پروژه، مسئله برنامه

                                                 
 39/6/19تاريخ وصول: 

 62/1/19تاريخ تصويب: 

 دانشييار دانشيکده مهندسيي     دکتر سيامک نوري، نويسنده مسئول مقاله:*

 snoori@iust.ac.irصنايع، دانشگاه علم و صنعت ايران، 

 ، دانشگاه علم و صنعت ايران،استاديار دانشکده مهندسي صنايع  سعيد يعقوبي،

yaghoubi@iust.ac.ir  
2 Multi-project system 
3 Multi-project scheduling problem 

هاي مجازي ابتدايي و  وسيله اضافه نمودن فعاليت اً بهعموم

عنوان يک زيرپروژه و ايجاد  انتهايي، و در نظرگرفتن هر پروژه به

عنوان اجزاء  ها به يک پروژه بزرگ، و يا با در نظرگرفتن پروژه

کار بردن يک يا چندين تابع هدف که شامل همه آنها  مستقل و به

شده در  يرد. از اولين مطالعات انجامگ باشد، مورد مطالعه قرار مي

[ اشاره 1-4توان به ] اي مي ريزي چندپروژه زمينه مسئله برنامه

[ 6[، چندمعياره ]5هاي چندهدفه ] ذکر است که مدل کرد. لازم به

[، توسط 7-13هاي فراابتکاري و ابتکاري ] و همچنين روش

 ت.اس محققان در تحليل مسئله مذکور مورد استفاده واقع شده

 4قطعيت هاي پروژه در حين اجراء، اغلب در معرض عدم فعاليت

ريزي  قرار دارند که ممکن است منجر به اختلالات فراوان در برنامه

اي،  هاي چندپروژه [. از سوي ديگر در برخي از سازمان14شود]

ها  ها، ممکن است پروژه قطعيت در زمان انجام فعاليت علاوه بر عدم

مالي، درگذر زمان وارد سازمان شوند، که اين صورت پويا و احت به

نمايد.  تر و دشوارتر از پيش مي ريزي پروژه را پيچيده موضوع برنامه

                                                 
4 Uncertainty 
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ها، ورود  اين نوع از مسائل که علاوه بر احتمالي بودن فعاليت

صورت احتمالي صورت پذيرد،  ها نيز در يک محيط پويا و به پروژه

 است.  گذاري شده نام 1پويا هاي پرت شبکه

[ مورد مطالعه 15مسئله مذکور با استفاده از ديدگاه فرآيندي در ]

صورت يک شبکه پردازشي  طوري که سازمان به قرارگرفت، به

کاري  درنظرگرفته شد که داراي چندين ايستگاه 2احتمالي

صورت احتمالي و در گذر زمان وارد سازمان  ها به باشد. پروژه مي

دهنده را در خود جاي  ندين خدمتکاري که چ شده و هر ايستگاه

خود  هاي مرتبط به داده است، در حال خدمت دادن به فعاليت

باشد که درچنين شرايطي سازمان با يک شبکه صف روبرو  مي

سازي  گيري از شبيه شود. مولفان زمان تکميل پروژه را با بهره مي

ذکر است که در اين ديدگاه  مورد مطالعه قرار دادند. لازم به

صورت يک سيستم واحد تلقي شده که  آيندي سازمان بهفر

طور مستمر وارد سازمان شده و  ها جهت دريافت خدمت، به پروژه

گيرد. در چنين  ها قرار مي منابع مشترکاً در اختيار تمامي پروژه

هاي کاري براساس  ها پس از طي ايستگاه هايي، پروژه سيستم

ماده تحويل به کارفرماي شبکه پيش نيازي خود، پايان پذيرفته و آ

هاي پروژه، زمان  باشند که با توجه به ماهيت شبکه خود مي

ترين مسير شبکه صف خواهد بود.  تکميل پروژه معادل طولاني

پويا با در نظرگرفتن چندين  هاي پرت شبکههمچنين 

ظرفيت محدود در پذيرش کاري و  دهنده در هر ايستگاه خدمت

[ مورد مطالعه قرارگرفت. 16سازي در ] هها با استفاده از شبي پروژه

پويا با ظرفيت  هاي پرت همچنين مسئله تخصيص منابع در شبکه

[ مورد پژوهش 11[ و ]17سازي در ] محدود با استفاده از شبيه

 قرارگرفت. 

پويا را با  هاي پرت [ شبکه11از طرف ديگر، آذرون و مدرس ]

وردن تابع توزيع دست آ منظور به استفاده از يک روش تحليلي به

زمان تکميل پروژه مورد مطالعه قرارداده و سپس آذرون و 

هزينه( را با -منابع )موازنه زمان [ مسئله تخصيص22مقدم ] توکلي

هاي  ريزي چندهدفه احتمالي در شبکه ارائه يک مدل برنامه

ها با توزيع  کردند که پروژه پويا مطرح نمودند. مولفان فرض پرت

اي با ظرفيت نامحدود شده و  سيستم چندپروژهپواسون وارد يک 

که در هر  باشد، درحالي ها نمايي مي توزيع زمان انجام فعاليت

باشد.  دهنده مستقر مي نهايت خدمت کاري يک و يا بي ايستگاه

منابع در  [ مسئله تخصيص21همچنين، يعقوبي و همکاران ]

در پويا را با فرض محدودبودن ظرفيت سيستم  هاي پرت شبکه

براين،  علاوه .مورد پژوهش قراردادندهاي ورودي  پذيرش پروژه

عنوان  نمودن دو ديدگاه منابع به [ با مطرح22يعقوبي و همکاران ]

                                                 
1 Dynamic PERT networks 
2 Stochastic processing network 

در  4ها دهنده و منابع موثر بر خدمت 3ها دهنده خدمت

دهنده در هر  پويا با چندين خدمت هاي پرت منابع، شبکه تخصيص

ريزي احتمالي چندهدفه،  هاي برنامه کاري را با ارائه مدل ايستگاه

 مدل نمودند. 

اخيراً هم مسئله تخصيص موعدمقرر براي تحويل پروژه در 

نهايت  پويا با فرض مستقربودن يک و يا بي هاي پرت شبکه

کاري و نامحدودبودن ظرفيت  دهنده در هر ايستگاه خدمت

[ مطرح شده و يک 23سيستم، توسط آذرون و همکاران ]

ذکر است  است. لازم به شده راي محاسبه موعدمقرر ارائهالگوريتم ب

[، مسئله 23که در اين مقاله با تعميم مطالعه آذرون و همکاران ]

پويا با  هاي پرت تخصيص موعدمقرر براي تحويل پروژه در شبکه

دهنده و ظرفيت نامحدود، توسط يک زنجيره  چندين خدمت

ته مورد مطالعه مارکوفي با تعداد حالات محدود و زمان پيوس

منابع که  که مسئله تخصيص قرارخواهدگرفت و اين درحالي است

اي متفاوت با مسئله تخصيص موعدمقرر براي تحويل پروژه  مسئله

[ توسط 22-23تحقيقات ] ، درباشد پويا مي هاي پرت در شبکه

  است.  ريزي چندهدفه احتمالي مدل شده برنامه

ن مسير يا زمان تکميل تري تحقيقات متعددي درخصوص طولاني

هاي پرت کلاسيک( انجام  هاي احتمالي )شبکه پروژه در شبکه

که برخي از اين مطالعات، اين مقوله را  طوري پذيرفته است، به

اند و اين در حالي است  صورت تحليلي مورد پژوهش قرار داده به

هاي  ترين مسير در شبکه که تحقيقات اندکي در حوزه طولاني

پويا صورت  هاي پرت ن تکميل پروژه در شبکهصف و يا زما

هاي احتمالي با  ريزي تصادفي براي شبکه پذيرفته است. يک برنامه

[ و نيز يک روش سيستماتيک 24ها در ] فرض نمايي بودن فعاليت

[، جهت 25موازي در ]-هاي سري دادن شبکه به فعاليت کاهش

است.  شده ههاي احتمالي ارائ ترين مسير در شبکه محاسبه طولاني

پويا هم براي مدل نمودن مسئله مذکور در  ريزي همچنين، برنامه

[ با فرض نمايي 27است. کالکارني و آدلاخا ] [ مطرح شده26]

ها، شبکه پرت را به يک زنجيره مارکوفي با تعداد  بودن فعاليت

اي  کننده حالات محدود و زمان پيوسته که داراي حالت جذب

کمک آن تابع توزيع تکميل پروژه را  و به باشد، تبديل نمودند مي

بندي خوبي بر روي  نمودند. گفتني است که يک دسته محاسبه

[ صورت پذيرفته است. همچنين، 21هاي احتمالي در ] شبکه

علت سختي و پيچيدگي در  [، به21-32برخي از مطالعات مانند ]

هاي تقريبي و يا حد  محاسبه توزيع زمان تکميل پروژه، تکنيک

 اند.  ايين براي زمان تکميل پروژه ارائه نمودهپ

توان چنين نتيجه گرفت که هيچ  مطالب ذکر شده مي با توجه به

آوردن موعدمقرر تحويل پروژه در  روش تحليلي براي بدست

                                                 
3 Resources as servers 
4 Resources affecting servers 
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است.  دهنده انجام نشده پويا با چندين خدمت هاي پرت شبکه

مک درنتيجه، نوآوري اين پژوهش ارائه يک روش تحليلي به ک

زنجيره مارکوفي با تعداد حالات محدود و زمان پيوسته جهت 

پويا با  هاي پرت تعيين تابع توزيع زمان تکميل پروژه در شبکه

دهنده و نيز ارائه يک الگوريتم جهت تعيين  چندين خدمت

يادآوري است که در  باشد. لازم به موعدمقرر تحويل پروژه مي

کاري يک و يا  هر ايستگاه[، فرض بر اين است که در 23مطالعه ]

است، در حالي که در اين مقاله  دهنده مستقر شده نهايت خدمت بي

 است. صورت کليّ درنظرگرفته شده اين فرض به

هاي ورودي کاملاً  است که پروژه شده در اين پژوهش، فرض

ها  شوند. فعاليت بوده و طبق فرآيند پوآسون وارد سازمان مي مشابه

کاري متناظر  و با توزيع نمايي در ايستگاه طور مستقل از هم به

دهنده از ميان چندين  خود و فقط توسط يک خدمت

دهنده موجود با نظم اولين ورودي، اولين  خدمت

FCFS)(سرويس
 شوند.  ، انجام مي1

اي برحسب زمان تکميل  همچنين، هر پروژه يک هزينه جريمه

خود  شده توسط مجري پروژه، به واقعي پروژه و زمان انجام متعهد

آوردن زمان ثابت  دهد. در اين مقاله، براي بدست اختصاص مي

پويا با چندين  هاي پرت موعدمقرر تحويل پروژه در شبکه

دهنده، ابتدا شبکه صف را به يک شبکه احتمالي تبديل  خدمت

نموده و با ايجاد يک مدل مارکوفي مناسب که داراي حالات 

باشد، معادله ديفرانسيلي سيستم  يوسته ميمحدود و زمان پ

توان تابع توزيع زمان تکميل هر  گردد که درنتيجه مي تشکيل مي

گيري از يک تابع جريمه خطي  پروژه را بدست آورد. سپس با بهره

هاي هر پروژه، موعدمقرر  کردن ميانگين مجموع هزينه و حداقل

 آيد. براي تحويل هر پروژه بدست مي

يک مدل مارکوفي با حالات محدود و  2له، در بخش در ادامه مقا

دهنده  پويا با چندين خدمت هاي پرت زمان پيوسته براي شبکه

آوردن تابع توزيع زمان تکميل پروژه ارائه خواهد شد  جهت بدست

هاي  و نيز الگوريتم تعيين موعدمقرر تحويل پروژه در شبکه

خواهد شد. در  ارائه 3دهنده، در بخش  پويا با چندين خدمت پرت

گيري و  شده و در انتها، نتيجه يک مثال عددي بيان 4بخش 

 ذکر خواهد شد. 5پيشنهادات براي مطالعات آتي در بخش 

 

 دهنده پويا با چندين خدمت هاي پرت . شبکه6
پويا با چندين  در اين قسمت، هدف مدل نمودن شبکه پرت

لات محدود کمک يک زنجيره مارکوفي با تعداد حا دهنده به خدمت

و زمان پيوسته و سپس تعيين تابع توزيع زمان تکميل هر پروژه 

هاي ورودي داراي ساختار )پيشنيازي  طوري که پروژه باشد، به مي

                                                 
1 First Come, First Served (FCFS)  

بوده و طبق فرآيند پوآسون با نرخ  ها( کاملاً مشابه و توزيع فعاليت

 که تعداد  شوند. همچنين فرض بر اين است وارد سازمان مي

a
m کاري  دهنده در ايستگاه خدمتa ها  اُم مستقر شده و فعاليت

طور مستقل از هم، با توزيع نمايي و فقط توسط يکي از  به

شوند.  انجام مي FCFSهاي هر ايستگاه با نظم  دهنده خدمت

، داراي توزيع نمايي aکاري  اُم در ايستگاهaزمان انجام فعاليت 

با پارامتر 
a

 هاي  بوده و نيز ظرفيت سيستم و ظرفيت ايستگاه

 است. کاري نامتناهي درنظرگرفته شده

 

 . فرآيند مارکوفي با زمان پيوسته6-9
زنجيره مارکوفي با حالات محدود و  در اين قسمت هدف ارائه يک

هاي  شده براي شبکه زمان پيوسته با توجه به فرضيات بيان

باشد که بدين منظور مراحل  دهنده مي پويا با چندين خدمت پرت

 گردد: ذيل ارائه مي

 

کاري  شده در هر ايستگاه تابع چگالي زمان صرف .9 قدم

 شود. محاسبه

اُم ساکن aکاري دهنده در ايستگاه اگر يک خدمت .9. 9 قدم

//1شده باشد، در اين صورت سيستم  MM  بوده و تابع

شده در سيستم )زمان انتظار در صف و  توزيع زمان صرف

 :صورت زير خواهد بود زمان دريافت خدمت( به

 

1,0).()(
)(




a

t

aa
miftetw a   (1) 

 

هاست که با فرآيند پواسون ايجاد  وژهنرخ ورود پر که در آن 

شوند و نيز مي
a

 کاري  نرخ ارائه خدمت در ايستگاهa اُم با تابع

امُ aکاري  شده در ايستگاه باشد. يعني زمان صرف توزيع نمايي مي

)(با پارامتر دهنده، داراي توزيع نمايي  با يک خدمت  
a

 

 خواهد بود.

امُ aکاري دهنده در ايستگاه نهايت خدمت اگر بي .6. 9 قدم

//وجود داشته باشد، در اين صورت سيستم  MM  بوده

شده در سيستم، توزيع نمايي با  و تابع توزيع زمان صرف

پارامتر 
a

 .خواهد بود 

 




a

t

aa
miftetw a ,0.)(   

 

(2) 

 
اگر  .3. 9 قدم

a
m1 کاري دهنده در ايستگاه خدمتa ُام

استقرار يافته باشد، در اين صورت سيستم 
a

mMM // 

طور تقريبي  شده در سيستم، به بوده و تابع توزيع زمان صرف

دو توزيع نمايي سري با پارامترهاي برابراست با 
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)(
a
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

   و)
1

(


a

aa

m

m که  ، در حالي
aa

a
m 


  درنتيجه .

طور  بهاُم aکاري  شده در ايستگاه تابع توزيع زمان صرف

 تقريبي برابر خواهد بود با: )براي جزئيات بيشتر پيوست را

 مطالعه نماييد.(
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(3) 

صورت شبکه  فعاليت گرهي  پويا، که به شبکه پرت .6 قدم

(AoNنشان ) شود، به يک شبکه پرت کلاسيک  داده مي

 گردد. ( معادل خود تبديلAoN)شبکه برداري( )

هر گره در شبکه گرهي با يک کمان )فعاليت( در  .9. 6 قدم

ه طول هر طوري ک شبکه برداري تعويض گردد، به

شده در  کمان معادل است با طول زمان سپري

 توضيح داده شد.  1کاري که در قدم  ايستگاه

پويا، داراي  در شبکه پرت kکنيم گره اگر فرض

هاي ورودي  کمان
n

bbb ,...,,
21

هاي  و کمان 

خروجي 
m

ddd ,...,,
21

ره صورت اين گ باشد، در اين 

در شبکه پرت کلاسيک )شبکه برداري( با کمان 

),( kk   تعويض خواهد شد کهn  کمان به گره

k  وارد شده وm  کمان از گرهk  شود.  خارج مي 

به يک شبکه  1.2آمده در قدم  شبکه بدست .6. 6 قدم

هاي نمايي  برداري جديد با طول کمان

 گردد.  تبديل

توضيح داده شد، اگر يک و  1گونه که در قدم  همان

کاري وجود  دهنده در ايستگاه نهايت خدمت يا بي

کاري  شده در ايستگاه داشته باشند، زمان سپري

ترتيب با پارامترهاي  داراي توزيع نمايي به 
a

 

و 
a

 هاي متناظر در  خواهد بود و درنتيجه کمان

تغيير نخواهند کرد.  1.2آمده در قدم  شبکه بدست

امّا اگر 
a

m 1(دهنده  خدمت( 
a

m  در

صورت  اُم استقرار يافته باشند، در اينaکاري ايستگاه

ن متناظر با دو کمان سري نمايي با پارامترهاي کما

)(
a

aa
m



 
(و  

1
(


a

aa

m

m  شود. بعد  جايگزين مي

هاي سري  هايي با کمان از جايگزيني چنين کمان

نمايي مناسب، شبکه برداري جديد )يا شبکه پرت 

 آيد. کلاسيک جديد( بدست مي

براساس شبکه  تابع توزيع زمان تکميل پروژه را .3 قدم

تعيين نماييد. بدين منظور  2.2آمده در قسمت  بدست

 بايست دو مرحله اساسي زير لحاظ گردد: مي

يک فرآيند مارکوفي با حالات محدود تشکيل  .9. 3 قدم

 دهيد.

معادلات ديفرانسيلي سيستم را بدست آورده و  .6. 3 قدم

 سپس تابع توزيع زمان تکميل پروژه را بدست آوريد. 
 

ي تعيين تابع توزيع زمان تکميل پروژه که برا 3در ادامه، قدم 

 است، بيشتر شرح داده خواهد شد.   شده بيان

),(کنيد  فرض AVG  2.1آمده در قدم  شبکه برداري بدست 

Vباشد که در آن  بيانگر مجموعه گره ها وA  نشاندهنده

 باشد.  ها مي مجموعه فعاليت

),(کنيد  همچنين فرض AVG   شبکه برداري جديد

بيانگر مجموعه گره  Vکه طوري باشد، به 2.2آمده در قدم  بدست

ذکر است که  باشد. لازم به ها مي نشاندهنده مجموعه کمان Aها و

و کمان معادل بوده و ممکن  در طول اين مقاله واژه هاي فعاليت

دهنده  ، نشانsجاي يکديگر استفاده شوند. همچنين گره است به

 Gگر گره انتهايي در شبکه  ، نمايانyگره ابتدايي و گره

)، Aaباشد، در حالي که براي هر  مي a )  را گره شروع

نمائيم.  تعريف مي aرا گره پاياني فعاليت  (a)و  aفعاليت 

علاوه بر موارد ذکر شده، تعاريف زير را براي مسئله مورد بحث در 

 گيريم: نظر مي

 
 vهايي که به گره  عنوان مجموعه کمان هرا ب I(v) .9 تعريف

       ، خاتمه 2.2آمده در قدم  در شبکه برداري جديد، بدست

در شبکه  vهايي که از گره  را مجموعه کمان O(v)پذيرند و مي

 يم:کنيم. يعني دار شوند، تعريف مي مذکور شروع مي

 

 
(4)   ),( Vvv(a):Aa(v)I    

(5)   ).( Vvv(a):Aa(v)O    
 

VXاگر  .6 تعريف  چه  چنانXs  وXVXy  

 Xهايي که شروع در  ، مجموعه کمان,X(X(صورت باشد، دراين

 ,y)(sباشد را نمايش خواهد داد. يعني براي برش  Xو پايان در 

 داريم:

 
(6)  .X(a)X,(a):Aa)X(X,   
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باشد به آن برش، برش جهتدار  )X),Xحال اگر برش 

شود بدين معني که در برش  گفته مي 1(UDCيکنواخت )

 ک مسير وجود ندارند.شده، دو کمان در ي انجام

 

الف را درنظر -1داده شده در شکل  پوياي نشان . شبکه پرت1مثال 

، (1,2,3)هاي جهتدار يکنواخت اين مثال عبارتند از:  بگيريد. برش

(1,3,4) ،( 1 ,2 ,5 ) ،( 1 ,4 ,5 ) ،( 1 ,6 )و  ( 7 ، که از شبکه پرت (

 آيد.  دست مي ب( به-1کلاسيک )شکل 

 
 AoN)الف( 

 
 AoA)ب( 

 9هاي مثال  شبکه .9شکل 
 

AFEکه  طوري ، به),F)Eيک  .3 تعريف ,،  دو برش يک

شود  در شبکه برداري جديد ناميده مي D 2قبول رازي قابلاف

FEDاگر    ، FE  و براي هرFa  ،

)F(a))Iداشته باشيم:   يعني اولاً: دو مجموعه .E  و

F شان برابر  اجتماعD  بوده و اشتراکي نداشته باشند و

، در گره انتهايي اين کمان، Fثانياً: براي هر کمان متعلق به 

 هم به اين گره ختم شود. Eحتماً کماني از مجموعه 

را دوباره در نظر بگيريد که در  1طلب، مثال براي روشن تر شدن م

تواند  عنوان مثال اين برش مي باشد. به مي UDCيک  (1,4,5)آن 

به  5,1E ، 4F  افراز شود. در اين حالت اين برش، يک

دهند، چون داريم:  قبول را تشکيل مي برش دو افرازي قابل

  F4,5(4))I( کنيم  . ولي اگر فرض 1E، 5,4F ،

قبول نخواهد بود، زيرا:  در اين صورت اين برش، دو افرازي قابل

   4,5F4,5(4))I(  . 
  

، هر فعاليتي tدر طول اجراي پروژه و در زمان  .4 تعريف

                                                 
1 Uniformly Directed Cut (UDC) 
2 Admissible2 -partition 

اند يکي و فقط يکي از حالات فعال، غيرفعال تو )کماني( مي

صورت زير تعريف  منتظر و غيرفعال را داشته باشد که به

 شوند: مي

  فعال: به فعاليتي )کماني( که در زمانt  در حال اجراء

 گويند.« فعال»شدن باشد، 

  غيرفعال منتظر: به فعاليتي )کماني( که در زمانt 

پايان پذيرفته ولي حداقل يک کمان در 

(a))I( ،غيرفعال منتظر»هنوز پايان نيافته است »

مجاز  O(((a)هيچ کمان  tگويند. يعني در زمان 

 باشد. به شروع نمي

  غيرفعال: به فعاليتي )کماني( که در زمانt  نه فعال و

 گويند.« غيرفعال»نه غيرفعال منتظر باشد، 

 

 Z(t)هاي فعال و  عنوان مجموعه فعاليت را بهY(t)اگر  .4 تعريف

 tهاي غيرفعال منتظر در زمان  عنوان مجموعه فعاليت را به

حالت سيستم را  Z(t))(t),Y(X(t)درنظر بگيريم، آنگاه 

 دهد. نشان مي

 

قبول تعريف کرده و نيز  را يک برش دو افرازي قابل ),F)Eاگر 

 Sقبول سيستم را  با  هاي دو افرازي قابل مجموعه تمام برش

نشان دهيم، در اين صورت مجموعه کليه حالات سيستم برابر 

بود با:  خواهد ),(SS ذکر است که . لازم به),(X(t)  

عبارت ديگر پايان  ها و يا به گر غيرفعال بودن تمام فعاليت نشان

بوده و همچنين  tپذيرفتن پروژه در زمان  0t  ,X(t)  گر  بيان

باشد. حالات  ته و حالات محدود ميفرآيند مارکوفي با زمان پيوس

شوند که ماتريس مولّد حاصل  گذاري مي سيستم هم طوري شماره

از فرآيند مارکوفي، يک ماتريس بالامثلثي گردد. درنتيجه اجزاء 

ماتريس مولّد فرآيند مارکوفي مذکور،   ),(),,( FEFEqQ  ،

SFEFEکه در آن   ( بدست خواهند 7قرار رابطه ) ، به),,(),(

 آمد: 

 

 



















0

),(),,(

Ea

a

a

a

FEFEq






 

:if I  

(7) 
:if II  

:if III  

otherwise  

     : , ( ( )) , ,I a E I a F a E E a F F a          

   : , ( ( )) , ( ) ( ( )), ( ( ))II a E I a F a E E a O a F F I a            

   : , ( ( )) , ( ) ( ( )), ( ( ))III a E I a F a E E a O a F F I a            

 

شد،  گونه که قبلاً هم ذکر همان 0t  ,X(t)   بيانگر فرآيند

)SN(مارکوفي با زمان پيوسته و تعداد حالات محدود   

1
2 

3 

t 4 

2 

s 
1 

4 

3 

2 
6 

7 

5 

2 4 6 

7 

1 

 پايان
λ 

3 5 
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)sO,(باشد که حالت شروع  مي )( کننده(  و حالت پاياني )جذب

),(   .خواهد بود 

همچنين هنگامي که   0),(),,(q  بدين معني است ،

است. در اين فرآيند مارکوفي تمام حالات  که پروژه تکميل شده

X(t)),(جز  به  کننده است، گذرا هستند.  که حالت جذب

هاي دو  بديهي است که تعداد حالات سيستم با افزايش تعداد برش

 گيري افزايش خواهند يافت. طور چشم قبول به افرازي قابل

 
 تابع توزيع زمان تکميل پروژه . 6-6

را طول بزرگترين مسير شبکه )زمان تکميل  Tاگر متغير تصادفي

t)P(TF(t)پروژه( و    را تابع توزيع تجمعي آن، و همچنين

)(tP
i

بشرط  tمان در ز Nعنوان احتمال بودن در حالت را به 

دراين صورت اُم در زمان صفر، درنظر بگيريم، iبودن در حالت 

 خواهيم داشت: 

 

 N,i)iX(0)N X(t)PtP
i

,...,2,1()(  (1) 

 
PF(t)(t)يعني: 

1
 از طرف ديگر، با استفاده از روابط پسرو .

يفرانسيلي خطي سيستم براي کولموگروف، معادلات د -چپمن

بردار  T
N1

tPtPtPP(t) )(....)()(
2

 آيد: از رابطه زير بدست مي 

 

  ,....

)(.
)(

)(

T
100P(0)

tPQ
dt

tdP
tP




 (1) 

 

ماتريس آهنگ  Qو  tP)(، مشتق بردار حالت tP)(که در آن 

مولد )گذار( فرآيند تصادفي  0t  ,X(t)  دهد. براي  را نشان مي

 Mکنيد  فرض(، 1حل معادله ديفرانسيلي با ضريب ثابت رابطه )

هاي آن را  طوري که ستون باشد، به Qماتريس 1ماتريس مُدال

کنيد  ين فرضدهند. همچن تشکيل مي Qبردارهاي ويژه ماتريس

N1
 ,...,,

2
دليل بالامثلثي  باشند که به Qمقادير ويژه ماتريس  

مقادير ويژه آن، عناصر قطر اصلي خواهند بود.  Qبودن ماتريس 

( برابراست با: )براي 1درنتيجه، حل معادله ديفرانسيل رابطه )

 [ را مطالعه نمائيد.(33]جزئيات بيشتر 
 

)0(...)( 1 PMeMtP t   (12) 

 
يک ماتريس قطري بوده و از رابطه زير بدست  teکه در آن 

 آيد:  مي

                                                 
1 Modal matrix 



























t

t

t

t

Ne

e

e

e







...00

.

.

.

...

...

...

.

.

.

.

.

.
0...0

0...0

2

1

 (11) 

 

هاي  . مدل تعيين موعدمقرر تحويل پروژه در شبکه3

 دهنده پويا با چندين خدمت پرت

[ که بر روي 34گيري از مطالعه ] [ با بهره23ران ]آذرون و همکا

تخصيص موعدمقرر کارها در محيط کارگاهي متمرکز شده، يک 

پويا ارائه  هاي پرت الگوريتم براي تعيين موعدمقرر در شبکه

کردند که تعداد  ذکر است که آنها فرض نمودند. لازم به

باشد. در  مينهايت  کاري يک و يا بي ها در هر ايستگاه دهنده خدمت

[، يک الگوريتم جهت تعيين 23اين بخش پيرو مطالعه ]

پويا با چندين  هاي پرت موعدمقرر تحويل پروژه در شبکه

کنيد هر پروژه  شود. بدين منظور، فرض دهنده ارائه مي خدمت

خود  براي تحويل پروژه به کارفرما به dورودي يک موعدمقرر 

 آيد: که از رابطه زير بدست مي دهد اختصاص مي

 

d
tpd   (12) 

 

زمان ورود پروژه به سيستم و  pکه در آن 
d

t  زمان ثابت

باشد. در اين مقاله سعي  درنظرگرفته شده براي انجام پروژه مي

کردن  با حداقلشود يک زمان ثابت بهينه جهت انجام پروژه  مي

هاي هر پروژه، ارائه شود. فرض بر اين است که  ميانگين هزينه

کارفرما حاضر به منتظر ماندن تا يک زمان منطقي براي انجام 

طوري که اگر زمان انجام  ناميم، به مي Bباشد که آنرا  پروژه مي

اي را متحمل خواهد  د، مجري هزينهشو Bپروژه بيشتر از مقدار 

 شد. 

1
K  ضريب اين نوع هزينه و نيز

2
K  و

3
Kهاي  ترتيب، ضريب ، به

باشند. همچنين  هاي تعجيل مي هاي تاخير و هزينه هزينه

توان  صورت مي باشد که دراين زمان تکميل پروژه Tکنيد  فرض

 هاي زير را براي هر پروژه متصور شد:  هزينه

 
اين هزينه در اصل پتانسيل از دست  هزينه موعدمقرر: .9

ها در زمان معقولِ  علت تاخير در تحويل پروژه دادن بازار به

B دهد که عبارتست از: به کارفرما را نشان مي 

 








)(

0
)(

1

1
BtK

tC
d

d
 

if Bt
d
  

(13) 
if Bt

d
  
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موقع  اين نوع هزينه در اثر عدم تحويل به هزينه تاخير: .6

 آيد که عبارتست از: وجود مي پروژه به کارفرما به

 








)(

0
),(

2

2

d

d
ttK

ttC  

 

if 
d

tt   

(14) 
if 

d
tt   

افتد که پروژه  اين هزينه هنگامي اتفاق مي هزينه تعجيل: .3

توان پروژه را در زمان  شده و نمي زودتر از موعدمقرر انجام

هايي مانند  تکميلش به کارفرما تحويل داد که هزينه

 نگهداري را به پروژه تحميل خواهد کرد.

 








)(

0
),(

3

3
ttK

ttC
d

d
 

if 
d

tt  
(15) 

if 
d

tt  

 

هاي کلي با درنظرگرفتن زمان انجام پروژه  درنتيجه ميانگين هزينه

d
t:برابراست با ، 

 

1 2

3

[ ( )] ( ) [( ) ]

[( ) ]

d d d

d

E C t K t B K E T t

K E t T

 



   

 
 (16) 

 

)()max,(که  در حالي aoa  الگوريتم زير براي محاسبه زمان .

*انجام بهينه پروژه، 

d
tهاي ذکر شده  ، با توجه به ميانگين هزينه

 [ را مطالعه نمائيد.( 31شود: )براي جزئيات بيشتر ] ارائه مي

  

( حل 12( را با استفاده از رابطه )1معادله ديفرانسيلي ) .9 قدم

 را بدست آوريد. tF)(کرده و 

0اگر  .6 قدم
3
K رفته و در غير  4صورت به قدم  ، دراين

 برويد. 3صورت به قدم  اين

اگر  .3 قدم







 )(

)(
32

2

KK
K

BF صورت  ، دراين
dd

tt * 

که: در حالي










)(

)(
32

2

KK
K

tF
d

صورت  ، و در غير اين

 برويد.  4به قدم 

اگر  .4 قدم










)(

)(
)(

32

12

KK
KK

BF صورت  ، دراين
dd

tt * 

که:  در حالي












)(
)(

)(
32

12

KK
KK

tF
d

و در غير  

Btصورت  اين
d
* . 

 

ها  ذکر اين مطلب حائز اهميت است که در اين مقاله هزينه

توان آنها را  است، درحالي که مي صورتي خطي درنظرگرفته شده به

صورت يک تابع کلي درنظرگرفت. خوانندگان محترم براي  به

 [ مراجعه نمايند. 31توانند به ] بيشتر مي جزئيات

 . مثال عددي4

هاي جديد با توزيع  کنيد در يک سازمان، پروژه . فرض2مثال 

شوند،  پروژه در سال، وارد سيستم مي 5پواسون و با نرخ 

هاي کاري  ها در همه ايستگاه که توزيع زمان فعاليت طوري به

3 اي:نمايي با پارامتره
1
 ،1

2
 ،12

3
 ،4

4
 ،

5.2
5
 ،3

6
 ها، در  دهنده باشد. تعداد خدمت مي

4هاي کاري نيز عبارتند از:  ايستگاه
1
m ،

2
m ،1

3
m ،

3
4
m ،5

5
m ،4

6
m 5.1. همچنينB  و ضريبهاي

10ها برابرند با:  هزينه
1
K ،35

2
K ،12

3
K 2. شکل ،

صورت يک نمودار گرهي  پوياي مسئله مذکور را به شبکه پرت

 دهد.  نشان مي
 

 
 6پوياي گرهي مثال  شبکه پرت .6شکل 

 

باشد که بدين منظور  ها مي هدف تعيين موعدمقرر تحويل پروژه

داده شده، براي  نشان 3ابتدا شبکه پرت جديد، که در شکل 

 شود. قبول ترسيم مي ي قابلهاي دوافراز تعيين برش
 

 
6شبکه پرت جديد مثال  .3شکل   

 

را  2قبول شبکه مثال  هاي دو افرازي قابل تمام برش 1 جدول

مشخص  *هايي که با نشانه  دهد، در حالي که فعاليت نشان مي

صورت  هاي غيرفعال منتظر و در غير اين شده اند، فعاليت

 باشند.  هاي فعال مي فعاليت
 

 6قبول مثال  هاي دو افرازي قابل . همه برش9جدول 

1. )2,1(  6. )4,1(   11. )4,3( *
 16. )5(  

2. )2,1(   7. )3,2( *
 12. )4,3(   17. )5(   

3. )4,1(  8. )4,3(  13. )4,1( *  18. )6(  

4. )3,2(  9. )4,1(   14. )4,3( *   19. )6(   

5. )4,1(   10. )4,1( *  15 )4,3( *  20. ),(   

 

نيز نمودار نرخ زنجيره مارکوفي مسئله مذکور را نشان  3شکل 

هاي دو  گر حالات سيستم )برش دهد که در آن نودها نمايان مي

دهنده نرخ گذار از يک حالت به  نها نشا قبول( و کمان افرازي قابل

باشند. همچنين داريم: حالت ديگر مي



 aaaa

a

mm ).( 
  و

1 

2 

5 
 شروع 

 

 پايان

 

3 

 

4 

1 

4

6 
 

5 6

1 

2 

 انيپا شروع 6 5

3 

4 
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1


a

aa

a
m

m 
  6,5,4,1برايa  و نيز

22
   و 

33
 .

يد علاوه بر موارد اشاره شده، ماتريس آهنگ مولد )گذار( نيز با

 است.  نمايش داده شده 2تشکيل گردد که در جدول 

ذکر است که عناصر قطر اصلي در هر سطر برابر با قرينه  لازم به

 .باشند مجموع بقيه عناصر آن سطر مي

 

1

2

33

44

66

55

77

88

99

1010

1111

1212

1313

1414

1818 1919 2020

1515

1616 1717

1


2


1
 

2


1


4


3


2


1
 

4


1


4
 

2


3


4


1
 

4
 

1


4


3


4
 

1
 

4
 

3


5


5
 

6


6
 

 

 6 . نمودار نرخ زنجيره مارکوفي با زمان پيوسته براي مثال3شکل
 

 Q)(. ماتريس6جدول 

 
 

 tبرحسب  4(، تابع تجمعي زمان تکميل پروژه، که در شکل 12پس از تشکيل معادله ديفرانسيلي سيستم و حل آن با استفاده از رابطه )

 :آيد صورت زير بدست مي ترسيم شده، به
 

1063.17003.0134.3922.0592.482.0

007.0267.2218.2632.2877.1973.0559.295.0534.18465.5)(
125.35.3776413

2110283425849529








tttttt

tttttttttt

eeeeee

eeeeeeeeeetF  

 

 
 tبرحسب tF)(. نمودار 4شکل

براي تعيين موعدمقرر  3شده در بخش  براساس الگوريتم ارائه

0تحويل پروژه چون 
3
K رويم. چون  مي 3، درنتيجه به قدم

745.0داريم: 
)(

333.0)5.1(
32

2 










KK

K
F  4، پس به قدم 

 رويم.  مي

532.0همچنين، چون 
)(

)(
333.0)(

32

12 












KK
KK

BF ،  درنتيجه

*85.1است با:  زمان انجام بهينه پروژه برابر 
d

t 

)537.0)85.1(( F . 

يعني موعدمقرر براي تحويل هر پروژه برابر خواهد بود با زمان 

 سال.  1.15ورود پروژه بعلاوه 
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 گيري و پيشنهاد مطالعات آتي . نتيجه4
دهنده که  ندين خدمتپويا با چ هاي پرت در اين نوشتار، شبکه

صورت يک شبکه صف در نظرگرفته شده، مورد مطالعه  به

هاي ورودي کاملاً  شده بود که پروژه قرارگرفت. در اين مقاله، فرض

ها  شوند. فعاليت بوده و طبق فرآيند پوآسون وارد سازمان مي مشابه

کاري متناظر  طور مستقل از هم و با توزيع نمايي در ايستگاه به

دهنده از ميان چندين  فقط توسط يک خدمتخود و 

شوند. همچنين،  ، انجام ميFCFSدهنده موجود با نظم خدمت

اي برحسب زمان تکميل واقعي پروژه و  هر پروژه يک هزينه جريمه

خود اختصاص  زمان انجام متعهدشده توسط مجري پروژه، به

 دهد.  مي

زمان ثابت موعدمقرر تحويل آوردن  در اين مقاله، براي بدست

دهنده، ابتدا شبکه  پويا با چندين خدمت هاي پرت پروژه در شبکه

شده و با ايجاد يک مدل  صف به يک شبکه احتمالي تبديل

باشد،  مارکوفي مناسب که داراي حالات محدود و زمان پيوسته مي

معادله ديفرانسيلي سيستم تشکيل گرديد، که درنتيجه تابع توزيع 

 آمد.  تکميل هر پروژه بدستزمان 

هاي دو افرازي  تعداد حالات سيستم با افزايش تعداد برش

گيري افزايش خواهند يافت. در نهايت با  طور چشم قبول به قابل

کردن ميانگين  گيري از يک تابع جريمه خطي و حداقل بهره

هاي هر پروژه، موعدمقرر براي تحويل هر پروژه  مجموع هزينه

 گرديد.  تعيين

ها نامحدود  زمان پروژه در اين مقاله ظرفيت سيستم در اجراي هم

ها و عدم  است که با توجه به محدود بودن اغلب سيستم شده فرض

ها از يک تعداد مشخصي بيشتر،  زمان پروژه امکان اجراي هم

نظر  کردن ظرفيت سيستم چندان واقعي به نامحدود فرض

 رسد.  نمي

توان بر روي تعيين موعدمقرر  ميعنوان کار تحقيقاتي بعدي  به

پويا با ظرفيت محدود متمرکز  هاي پرت ها در شبکه تحويل پروژه

هاي ورودي به  شد. علاوه بر اين، در دنياي واقعي معمولاً پروژه

باشند. درنتيجه تعيين موعدمقرر  سازمان داراي انواع مختلفي مي

ند در آينده مورد توا ها مي تحويل پروژه براي هر کدام از انواع پروژه

شد  مطالعه قرارگيرد و اين درحالي است که در اين پژوهش فرض

باشند.  هاي ورودي کاملاً مشابه و از يک نوع مي که پروژه

تواند  هاي گرت پويا مي همچنين، تعيين موعدمقرر براي شبکه

 موضوع جذابي براي تحقيقات بعدي باشد.
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ع فرآيند پواسون وارد سازمان شده و نيز توزي هاي ورودي با پروژه

صورت  باشد، دراين اُم نماييaکاري  زمان خدمت در ايستگاه

سيستم 
a

mMM شده در  بوده و تابع توزيع زمان سپري //
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tw)(مذکور، 
a

، با مجموع دو تابع توزيع نمايي با پارامترهاي 

)(
a

aa
m



   و
)

1)1(
1

(







 a

aa

aa

aa

a

m

m

m







  که در آن
aa

a
m 


  

شود. اين تقريب بسيار ساده بوده و  باشد، تقريب زده مي مي

q)0(نيازمند محاسبه

a
w  و

0
P کننده  که بسيار بغرنج و خسته

باشد، مخصوصا هنگامي که  هستند نمي
a

m  .مقداري بزرگ باشد

ريزي رياضي  سادگي در مسائل برنامه شده به همچنين تقريب ارائه

 باشد. و همچنين زنجيره مارکف قابل استفاده و بکارگيري مي

ارزيابي گردد که در اين  بايست توسط معيارهايي هر تقريبي مي

ها در سيستم و همچنين تابع تجمعي  مقاله ميانگين تعداد پروژه

گيرد. در شکل  شده در سيستم مورد بررسي قرار مي زمان سپري

اُم، هنگامي که aکاري  ها در ايستگاه ميانگين تعداد پروژه 1-پ

a
 به ازاء کند،  تغيير مي

a
mاست. داده شده هاي مختلف نشان 

 

    
2الف(

a
m )5ب

a
m 

    
 

 

 

 

 

 

10ج(
a

m )20د
a

m 
 

 کاري گاهها در ايست تعداد دقيق و تقريبي ميانگين تعداد پروژه .9-شکل پ
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گفتني است که يک تقريب بسيار خوب براي ميانگين طول صف 

شده  شده که درنتيجه ميانگين تقريبي زمان سپري [ ارائه36در ]

 باشد: قرار ذيل مي به امُ،aکاري  در ايستگاه




















)1(
1

1
1)1(2

aa

m

a

a
m

W
a






 (5-)پ 

 

q)0(همچنين تقريبي براي 

a
w [ ارائه شد که درنتيجه 37در ]

 برابراست با: اُم،aکاري  ايستگاهدر شده  زمان سپريميانگين تقريبي 
 

 

 کاري ها در ايستگاه مقدار عددي دقيق و تقريبي ميانگين تعداد پروژه .9-جدول پ

a
m  

a
L Our app. Error(%) 

a
m  

a
L Our app. Error(%) 

3 

0.1 0.30 0.21 29.73 

15 

0.1 1.50 1.41 5.93 

0.3 0.93 0.73 21.66 0.3 4.50 4.33 3.81 

0.5 1.74 1.50 13.63 0.5 7.51 7.50 0.15 
0.7 3.25 3.03 6.63 0.7 10.83 11.43 5.58 

0.8 4.99 4.80 3.78 0.8 13.28 14.40 8.46 

0.9 10.05 9.90 1.53 0.9 18.92 20.70 9.39 
0.98 50.10 49.98 0.24 0.98 59.36 61.74 4.02 

5 

0.1 0.50 0.41 17.78 

20 

0.1 2.00 1.91 4.45 

0.3 1.51 1.33 11.94 0.3 6.00 5.83 2.86 
0.5 2.63 2.50 4.96 0.5 10.00 10.00 0.04 

0.7 4.38 4.43 1.18 0.7 14.22 14.93 5.03 

0.8 6.22 6.40 2.95 0.8 17.02 18.40 8.08 
0.9 11.36 11.70 2.97 0.9 22.96 25.20 9.77 

0.98 51.47 51.94 0.92 0.98 63.57 66.64 4.83 

10 

0.1 1.00 0.91 8.89 

25 

0.1 2.50 2.41 3.56 
0.3 3.00 2.83 5.73 0.3 7.50 7.33 2.29 

0.5 5.04 5.00 0.72 0.5 12.50 12.50 0.01 

0.7 7.52 7.93 5.53 0.7 17.65 18.43 4.45 
0.8 9.64 10.40 7.92 0.8 20.84 22.40 7.5 

0.9 15.02 16.20 7.87 0.9 27.07 29.70 9.71 

0.98 55.28 56.84 2.82 0.98 67.87 71.54 5.41 

 
 


























 


2

2

).(.21)1(

1
1

1



em

W

aa
a

 
 (6-)پ

 

که در آن 
aa

m)1(    و)(t  تابع توزيع تجمعي نرمال

باشد. از سوي ديگر  استاندارد با ميانگين صفر و واريانس يک مي

ر شده د شده در اين تحقيق براي ميانگين زمان سپري تقريب ارائه

 اُم، برابراست با:aکاري  ايستگاه
 

)
1

()(
aa

a

aa

a

m

m

m
W



 



  (7-)پ 

 

شده بسيار ساده بوده و اجزايش  بديهي است که، تقريب ارائه

باشند و يا  راحتي و بدون محاسبات بغرنج قابل کنترل مي به

شده نسبت به تقريب هاي  عبارت ديگر پيچيدگي تقريب ارائه به

گونه  باشد. علاوه بر اين همان وجود در ادبيات موضوع، کمتر ميم

سادگي در مسائل  شده به تقريب ارائهکه قبلاً هم ذکر گرديد، 

ريزي رياضي و همچنين زنجيره مارکف قابل استفاده و  برنامه

ها در  ، ميانگين تعداد پروژه1-باشد. در جدول پ بکارگيري مي

کاري،  ايستگاه
a

Lشده  يب ارائهصورت دقيق و براساس تقر ، به

ازاء  به
a

m نيزها و 
a

،درصد  همچنينشده و  ارائه هاي مختلف

5هنگامي که  خطاي موجود محاسبه گرديده است.
a

m و 

3.0
a

 ها در  ي ميانگين تعداد پروژهشده برا تقريب ارائه

باشد، درنتيجه براي غلبه بر اين  کاري، چندان مناسب نمي ايستگاه

5نقصان بهتر است براي 
a

m  از اين تقريب هنگامي که

شود، حتي المقدور  استفاده مي
a

  طوري انتخاب شود که داشته

13.0باشيم:  
a

. 

1حداکثر اختلاف 2-همچنين، در جدول پ
)(MD  در بين تابع

5 ، تابع توزيع تجمعي دقيق و نيز تقريبي براي2-شکل پ
a

m 

10 و
a

m هاي مختلف  وري با در نظرگرفتن ضريب بهره

قريبي برحسب تعداد توزيع تجمعي دقيق و تاست.  داده شده نشان

  است. شده هاي مختلف ارائه وري ها و نيز ضريب بهره دهنده خدمت

شده مناسب  دهد که تقريب ارائه بررسي موارد ذکر شده نشان مي

توان چنين نتيجه گرفت که اگر  بوده و مي
a

m دهنده  خدمت

)1( 
a

m کاري در ايستگاهa اُم استقرار يافته باشد، در اين

صورت سيستم 
a

mMM شده  بوده و تابع توزيع زمان صرف //

طور تقريبي برابراست با دو توزيع نمايي سري با  در سيستم، به

(پارامترهاي و 
1

(


a

aa

m

m که  ، در حالي
aa

a
m 


 بنابراين تابع . 

طور تقريبي برابر  بهاُم aکاري  شده در ايستگاه توزيع زمان صرف

 خواهد بود با: 
 

                                                 
1 Maximum Difference (MD) 
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t
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a
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a

aa

a

aa

a

aa

a

a

aa

a

aa




















































 
 (1-)پ

 

دهنده در  نهايت خدمت ذکر است که اگر تعداد يک و يا بي لازم به

ت زمان صور اُم وجود داشته باشد، دراينaکاري ايستگاه

ترتيب، با  شده در سيستم داراي تابع توزيع نمايي به صرف

)(پارامترهاي   
a

و  
a

 .خواهد بود 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حداکثر اختلاف بين تابع توزيع تجمعي دقيق و تقريبي .6-جدول پ

a
m  

a
  MD a

m  
a

  MD a
m  

a
  MD a

m  
a

  MD 

3 

0.1 0.132 

10 

0.1 0.034 

20 

0.1 0.016 

30 

0.1 0.011 

0.3 0.105 0.3 0.030 0.3 0.017 0.3 0.012 

0.5 0.082 0.5 0.061 0.5 0.038 0.5 0.027 

0.7 0.087 0.7 0.093 0.7 0.070 0.7 0.055 

0.8 0.079 0.8 0.099 0.8 0.086 0.8 0.073 

0.9 0.055 0.9 0.087 0.9 0.088 0.9 0.083 

0.98 0.016 0.98 0.035 0.98 0.045 0.98 0.049 

5 

0.1 0.073 

15 

0.1 0.022 

25 

0.1 0.013 

50 

0.1 0.006 

0.3 0.054 0.3 0.021 0.3 0.014 0.3 0.007 

0.5 0.080 0.5 0.047 0.5 0.031 0.5 0.017 

0.7 0.099 0.7 0.081 0.7 0.062 0.7 0.037 

0.8 ---- 0.8 0.093 0.8 0.079 0.8 0.055 

0.9 0.073 0.9 0.089 0.9 0.086 0.9 0.072 

0.98 0.024 0.98 0.041 0.98 0.048 0.98 0.052 

 

 

 

5
a

m
 

   
 

 5.0د(  7.0ج(  9.0ب(  98.0الف( 

10
a

m
 

   
 

 5.0د(  7.0ج(  9.0ب(  98.0الف( 

 کاري شده در ايستگاه . تابع توزيع تجمعي زمان سپري6-شکل پ
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