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ABSTRACT 

 
 

In this paper, dynamic PERT networks with finite capacity of 

concurrent projects are expressed in the framework of networks of 

queues. In this investigation, it is assumed that the system capacity is 

finite and new projects are generated according to a Poisson 

process. There is only one server in every service station and the 

discipline of queue is FCFS (Fist Come, First Served). Each activity 

is performed independently in its corresponding service station with 

exponential distribution. For calculating the mean project 

completion time in dynamic PERT network with finite capacity, we 

first convert the network of queues into a stochastic network. Then, 

by constructing a proper finite-state continuous-time Markov model, 

a system of differential equations is created to solve and find the 

manufacturing lead time distribution for any particular work, 

analytically. Finally, by using Little’s Theorem the mean project 

completion time is obtained. 
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  9شماره  -12جلد  -1931 پایيــزنشریه بين المللي مهندسي صنایع و مدیریت توليد،  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  پویا پرتاي ه پروژه در شبکه يانگين زمان تکميلآوردن م دست به

 با ظرفيت محدوداي(  )سيستم چندپروژه
 

 و سعيد یعقوبي *سيامک نوري

 

 چکيده:                          يکلمات کليد
صف  ها در چارچوب شبکه زمان پروژه با ظرفيت محدود در اجراي هم  پويا هاي پرت در اين نوشتار، شبکه 

ها محدود  زمان پروژه براي اجراي همسيستم  که ظرفيت است است. در اين پژوهش، فرض شده بيان شده

شوند. در هر  وارد سازمان ميهاي ورودي کاملاً مشابه بوده و طبق فرآيند پوآسون  هپروژباشد و نيز  مي

، اولين ورودي، اولين ها بر صفنظم حاکم و نيز  بودهمستقر  دهنده خدمتفقط يک  کاري ايستگاه

کاري متناظر خود  هر فعاليت به طور مستقل و با توزيع نمايي در ايستگاهباشد.  مي FCFS)(سرويس

با ظرفيت محدود،   پويا هاي پرت دست آوردن ميانگين زمان تکميل پروژه در شبکه شود. براي به اجراء مي

که داراي صف را به شبکه احتمالي تبديل نموده و سپس با ايجاد يک مدل مارکوفي مناسب  ابتدا شبکه

گردد. در نهايت با  باشد، معادله ديفرانسيلي سيستم تشکيل مي حالات محدود و زمان پيوسته مي

 آيد. دست مي گيري از قانون ليتل، ميانگين زمان تکميل پروژه به بهره

 
 1. مقدمه1

ريزي تک  عموماً مديريت پروژه سنتي بر روي مسائل برنامه

ها، چندين  % سازمان09ي که شود، در حال اي متمرکز مي پروژه

[. در چنين 1نمايند ] زمان مديريت مي طور هم پروژه را به

برداري هر چه بيشتر از منابع، آنها را  ها براي بهره شرايطي، سازمان

ريزي  ها به اشتراک گذاشته که اين امر، برنامه در بين پروژه

يريت سازد. در نتيجه امروزه مد ها را پيچيده و دشوار مي پروژه

ها،  يک ديدگاه ضروري و حياتي در اکثر سازمان 2اي چندپروژه

 باشد. محور مي هاي پروژه بالاخص سازمان

با در نظر گرفتن  3اي ريزي چندپروژه طور کلي مسئله برنامه به

کاربردن يک يا چندين تابع  عنوان اجزاء مستقل و به ها به پروژه

نمودن  اضافه وسيله هدف که شامل همه آنها باشد و يا به

هاي مجازي ابتدايي و انتهايي، و در نظر گرفتن هر پروژه  فعاليت

                                                 
 3/6/39تاریخ وصول: 

 15/1/31تاریخ تصویب: 
دانشييار دانشيکده مهندسيي      دکتر سيامک نوري، نویسنده مسئول مقاله:*

 snoori@iust.ac.irصنايع، دانشگاه علم و صنعت ايران، 

استاديار دانشکده مهندسي صنايع، دانشگاه علم و صنعت   سعيد یعقوبي،دکتر 

  yaghoubi@iust.ac.ir ايران،
2 Multi-project management 
3 Multi-project scheduling problem 

عنوان يک زيرپروژه و ايجاد يک پروژه بزرگ، مورد مطالعه قرار  به

[ جزو اولين مطالعاتي بودند که 5[ و ]4[، ]3[، ]2گيرد. ] مي

اي را مورد بررسي قرار دادند. مسئله  ريزي چندپروژه مسئله برنامه

[، 6ريزي صفر و يک ] اي با استفاده از برنامه ريزي چندپروژه امهبرن

است.  [ مورد مطالعه قرار گرفته7هاي چندمعياره ] و نيز روش

هاي فرآابتکاري و ابتکاري کاربرد زيادي در حل  همچنين روش

توان به  اي دارند که در اين زمينه مي ريزي چندپروژه مسائل برنامه

 کرد.   [ اشاره13[ و ]12[، ]11[، ]19[، ]0[، ]8مطالعات ]

و  4قطعيت هاي پروژه در معرض عدم در حين اجراي پروژه، فعاليت

ثباتي قابل توجهي قرار دارند که ممکن است منجر به اختلالات  بي

قطعيت ممکن است از برخي  ريزي شود. اين عدم فراوان در برنامه

محسوس زمان منابع احتمالي نشأت بگيرد که عبارتند از: تغيير 

ها نسبت به برآورد انجام شده، در دسترس نبودن منابع به  فعاليت

ها و منابع،  مقدار لازم، عدم پيش بيني دقيق درخصوص فعاليت

تغييرنمودن موعد تحويل پروژه، اعمال تغييرات در شبکه پروژه 

کردن يک يا چندين  نمودن فعاليت جديد، حذف )شامل: اضافه

نيازيها(، وقوع وقايع غير مترقبه  رات در پيشفعاليت و اعمال تغيي

 [. 14و غيره]

                                                 
4 Uncertainty 

 

  2334 پاییـــز، 42، جلــد 3شمــاره 

  333300--333300صفحـــه صفحـــه 
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صف،   مديريت پروژه، شبکه

 فرآيندهاي مارکوفي
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  9شماره  -12جلد  -1931 پایيــزنشریه بين المللي مهندسي صنایع و مدیریت توليد،  

قطعيت در انجام  بر مواجهه با عدم ها، علاوه در بسياري از سازمان

ها در زمانهاي مشخص و از پيش  ها ممکن است که پروژه فعاليت

صورت پويا و احتمالي، درگذر  شده، وارد سازمان نشده و به تعيين

ريزي پروژه را  که اين امر، برنامه زمان وارد سازمان شوند،

بر  نمايد. اين نوع مسائل که علاوه تر و دشوارتر از پيش مي پيچيده

ها  ها نير احتمالي بوده و پروژه ها، ورود پروژه احتمالي بودن فعاليت

 1پويا هاي پرت شوند، شبکه در يک محيط پويا وارد سازمان مي

 اند.  گذاري شده نام

هاي  آمدن به مسائل شبکه [ براي فائق15آدلر و همکاران ]

سازي  نموده و با استفاده از شبيه ، ديدگاه فرآيندي را ارائه پويا پرت

زمان تکميل پروژه را مورد مطالعه قراردادند. در اين ديدگاه 

درنظر گرفته  2صورت يک شبکه پردازشي احتمالي سازمان به

طور  ها به وژهباشد. پر کاري مي هاي شود که داراي ايستگاه مي

کاري نيز در حال خدمت  هاي مستمر وارد سازمان شده و ايستگاه

باشند. در  ها با يک نظم از پيش تعيين شده مي دادن به پروژه

ها براي  باشد که پروژه صف روبرو مي نتيجه سازمان با يک شبکه

 کنند.  کاري مراجعه مي هاي دريافت خدمت به ايستگاه

صورت انفرادي با ملزومات و  ها به ، پروژهدر اين ديدگاه فرآيندي

صورت يک  خود، درنظر گرفته نشده، بلکه به منابع مختص به

طور  ها جهت دريافت خدمت، به اي که پروژه سيستم يکپارچه

ها  مستمر وارد سازمان شده و منابع مشترکاً در اختيار تمامي پروژه

ها پس از  روژهشوند. در اين نوع سيستم، پ گيرد، تلقي مي قرار مي

نيازي خود، تکميل  کاري براساس شبکه پيش هاي طي ايستگاه

طوري که زمان  باشند، به شده و آماده تحويل به کارفرماي خود مي

 صف خواهد بود.  ترين مسير شبکه تکميل پروژه معادل طولاني

دليل وجود محدوديتهايي در سيستم، معمولاً  در دنياي واقعي به

ها از يک تعداد مشخصي بيشتر وجود  مان پروژهز امکان اجراي هم

اناوي ها،  به وجود اين نوع محدوديت در سازمان ندارد. با توجه

را با در نظر گرفتن   پويا هاي پرت شبکه [16]گلاني  وايساکو 

ها مورد مطالعه قرار دادند. آنها  محدوديت ظرفيت در پذيرش پروژه

هاي در حال پردازش  محدوديت سيستم را در تعداد ثابت پروژه

(CONPIP)3 ( و يا در زمان ثابت در حال پردازشCONTIP)4 

هاي مختلف،  سازي براي نظم در نظر گرفته و با استفاده از شبيه

دست آوردند. مسئله تخصيص منابع در  زمان تکميل پروژه را به

با ظرفيت محدود نيز با استفاده از روش کراس   پويا هاي پرت شبکه

باشد مورد مطالعه  سازي مي که يک روش مبتني بر شبيه 5آنتروپي

اشجري   وقمي  فاطمي [. همچنين18[ و ]17است ] قرار گرفته

                                                 
1
 Dynamic PERT networks 

2 Stochastic processing network 
3 COnstant Number of Projects In Process (CONPIP) 
4 CONstant Time In Process (CONTIP) 
5 Cross Entropy 

عنوان يک  اي را به [ مساله تخصيص منابع چندين پروژه10]

سازي براي  سيستم صف چندکاناله در نظر گرفته و از شبيه

ستفاده دست آوردن متغيرهايي همچون سطح منبع، ميانگين ا به

ها، استفاده نمودند. ولي آنها  از منبع و ميانگين زمان انجام پروژه

هاي جديد در گذر زمان  محيط پويايي که منجر به ايجاد پروژه

 شود، مدنظر قرار ندادند.

[ با استفاده از يک روش 29از طرف ديگر، آذرون و مدرس ]

را   وياپ هاي پرت تحليلي، تابع توزيع زمان تکميل پروژه در شبکه

ها با توزيع  مورد مطالعه قرار دادند. آنها فرض کردند که پروژه

ها نمايي  پواسون وارد سيستم شده و توزيع زمان انجام فعاليت

کاري  باشد. همچنين مولفان فرض کردند که در هر ايستگاه مي

دهنده مستقر بوده و نيز ظرفيت سيستم  نهايت خدمت يک و يا بي

 نامحدود است. 

ترين مسير  [ تابع توزيع طولاني21ن، آذرون و همکاران ]همچني

  پويا هاي پرت هاي صف را که قابل استفاده در شبکه در شبکه

[ 22قمي ] باشد، مورد مطالعه قرار داند و نيز آذرون و فاطمي مي

هاي  يک حد پايين براي ميانگين زمان تکميل پروژه در شبکه

[ و 23مقدم ] رون و توکليارائه نمودند. همچنين، آذ  پويا پرت

ريزي احتمالي به کمک  [، يک مدل برنامه24يعقوبي و همکاران ]

پويا  هاي پرت منابع در شبکه فرآيند مارکوفي براي مسئله تخصيص

[ بر روي تخصيص 25ارائه نمودند. اخيراً هم آذرون و همکاران ]

و متمرکز شده   پويا هاي پرت ها در شبکه موعد مقرر تحويل پروژه

ذکر است که  اند. لازم به يک الگوريتم براي محاسبه آن ارائه کرده

در مقالات ذکر شده که همگي از يک روش تحليلي براي 

نمايند، فرض بر اين  استفاده مي  پويا هاي پرت نمودن شبکه مدل

ها نبوده و ظرفيت  زمان پروژه است که محدوديتي در انجام هم

 سيستم نامحدود است.

که مطالعات کمي درخصوص زمان تکميل پروژه در عليرغم اين

هاي صف  ترين مسير در شبکه و نيز طولاني  پويا هاي پرت شبکه

ترين مسير  انجام شده، ولي تحقيقات متعددي درخصوص طولاني

است،  هاي احتمالي صورت پذيرفته يا زمان تکميل پروژه در شبکه

صورت تحليلي  بهطوري که برخي از اين مطالعات، اين مقوله را  به

بندي  [ يک دسته26اند. آدلاخا و کالکارني ] مورد بررسي قرار داده

 هاي احتمالي انجام دادند.  خوبي بر روي شبکه

ها يک  [ با فرض نمايي بودن فعاليت27چارنس و همکاران ]

نمودند.  هاي احتمالي ارائه ريزي تصادفي براي شبکه برنامه

ترين  محاسبه طولاني همچنين، يک روش سيستماتيک براي

دادن شبکه به  هاي احتمالي با استفاده از کاهش مسير در شبکه

ريزي پويا براي  [ و نيز يک برنامه28] موازي در-هاي سري فعاليت

[ با 39است. کالکارني و آدلاخا ] [ ارائه شده20مسئله مذکور در ]

يک زنجيره مارکوفي  ها شبکه پرت را به فرض نمايي بودن فعاليت
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  9شماره  -12جلد  -1931 پایيــزنشریه بين المللي مهندسي صنایع و مدیریت توليد،  

با تعداد حالات محدود و زمان پيوسته که داراي حالت 

کمک آن تابع توزيع  باشد، تبديل نمود و به اي مي کننده جذب

ذکر است که در اين مقاله،  تکميل پروژه را محاسبه نمود. لازم به

با ظرفيت محدود، يک   پويا هاي پرت نمودن شبکه ما نيز براي مدل

محدود و زمان پيوسته ارائه زنجيره مارکوفي با تعداد حالات 

علت سختي و پيچيدگي در محاسبه توزيع زمان  خواهيم نمود. به

[، 34[ و ]33[، ]32[، ]31تکميل پروژه، برخي از مطالعات مانند ]

هاي تقريبي و يا حدّپايين براي زمان تکميل پروژه  تکنيک

[، بر 37[ و ]36[، ]35کرده و نيز بعضي از تحقيقات مانند ] ارائه

 اند. روي ميانگين زمان تکميل پروژه متمرکز شده

سبب وجود محدوديت ظرفيت در بسياري  ذکر است که به لازم به

FCQN)(ظرفيت محدود صف هاي واقعي، شبکه از سيستم
1 

است، که در اين ميان  مورد توجه بسياري از محققان قرار گرفته

از محققان پيشرو اشاره کرد.  عنوان يکي [ به38توان به پرُِس ] مي

هاي مختلفي از قبيل:  صف ظرفيت محدود در زمينه شبکه

[، 41[، معماري نرم افزار ]49[، ]30هاي توليدي] سيستم

[، 43هاي ارتباط از راه دور ] [، سيستم42هاي بهداشتي ] فعاليت

 [ و غيره، کاربرد وسيعي دارد.  44مرکز تلفن ]

توان نتيجه گرفت که هيچ روش  ميبه مطالب ذکر شده  با توجه

دست آوردن ميانگين زمان تکميل پروژه در  تحليلي براي به

با ظرفيت محدود انجام نشده و مطالعات در   پويا هاي پرت شبکه

باشد. در نتيجه، نوآوري  سازي مي اين زمينه محدود به انجام شبيه

 کمک زنجيره مارکوفي با اين پژوهش ارائه يک روش تحليلي به

تعداد حالات محدود و زمان پيوسته جهت محاسبه ميانگين زمان 

[ زمان 29باشد. لازم به يادآوري است که در ] تکميل پروژه مي

ترين مسير  [ طولاني21و در ]  پويا هاي پرت تکميل پروژه در شبکه

هاي صف، بدون در نظر گرفتن محدوديت در ظرفيت  در شبکه

به محدود بودن  است، که با توجه هها مورد مطالعه قرار گرفت سيستم

ها از يک تعداد  زمان پروژه ها و عدم امکان اجراي هم بيشتر سيستم

مشخصي بيشتر، نامحدود فرض کردن ظرفيت سيستم چندان 

 رسد.  واقعي به نظر نمي

است که ظرفيت سيستم براي اجراي  در اين مقاله فرض شده

هاي ورودي کاملاً  ژهباشد و نيز پرو ها محدود مي زمان پروژه هم

شوند. همچنين  مشابه بوده و طبق فرآيند پوآسون وارد سازمان مي

دهنده  کاري فقط يک خدمت فرض بر اين است که در هر ايستگاه

ها، اولين ورودي، اولين  مستقر بوده و نيز نظم حاکم بر صف

FCFS)(سرويس
و با  طور مستقل از هم ها به باشد. فعاليت مي 2

شوند. در اين  کاري متناظر خود انجام مي توزيع نمايي در ايستگاه

دست آوردن ميانگين زمان تکميل پروژه در  مقاله، براي به

                                                 
1 Finite Capacity Queueing Network (FCQN)  
2 First Come, First Served (FCFS)  

صف را به شبکه  با ظرفيت محدود، ابتدا شبکه  پويا هاي پرت شبکه

احتمالي تبديل نموده و با ايجاد يک مدل مارکوفي مناسب که 

باشد، معادله ديفرانسيلي  مان پيوسته ميداراي حالات محدود و ز

گيري از قانون ليتل،  گردد. سپس با بهره سيستم تشکيل مي

آيد. موضوع مورد بحث در  دست مي ميانگين زمان تکميل پروژه به

اي که داراي محدوديت در  هاي چندپروژه اين مقاله براي سازمان

به  باشند، بسيار مناسب است؛ ها مي زمان پروژه اجراي هم

قطعيت در انجام  بر مواجهه با عدم ها علاوه که پروژه طوري

طور پويا و احتمالي، درگذر زمان وارد سازمان  ها، به فعاليت

هاي  توان به پروژه ها مي گونه پروژه هاي بارز اين شوند. از نمونه مي

 تعميرات نگهداري هواپيما، قطار، مترو و غيره اشاره کرد.

يک مدل مارکوفي با حالات محدود و  2خش در ادامه مقاله، در ب

با ظرفيت محدود ارائه   پويا هاي پرت زمان پيوسته براي شبکه

 3خواهد شد و سپس ميانگين زمان تکميل پروژه در بخش 

هم يک مثال عددي بيان شده و  4دست خواهد آمد. در بخش  به

 5گيري و پيشنهادات براي مطالعات آتي در بخش  در انتها، نتيجه

 ذکر خواهد شد. 

 

 با ظرفيت محدود  پویا هاي پرت . شبکه1
در اين قسمت يک زنجيره مارکوفي با تعداد حالات محدود و 

عنوان  با ظرفيت محدود که به  پويا زمان پيوسته براي شبکه پرت

شود. در اين مقاله  شده، ارائه مي صف در نظر گرفته يک شبکه

ها  زمان پروژه اي هماست که ظرفيت سيستم براي اجر فرض شده

هاي ورودي کاملاً مشابه بوده و طبق  باشد و نيز پروژه محدود مي

شوند. همچنين فرض  وارد سازمان مي فرآيند پوآسون با نرخ 

دهنده  کاري فقط يک خدمت بر اين است که در هر ايستگاه

باشد.  مي FCFS ها مستقر بوده و نيز نظم حاکم بر صف

شوند،  طور مستقل از هم و با توزيع نمايي انجام مي ها به فعاليت

، داراي aکاري  اُم در ايستگاهaطوري که زمان انجام فعاليت  به

توزيع نمايي با پارامتر 
a

 باشد.  مي 

صورت  ، که به پويا مسئله مذکور، ابتدا شبکه پرتبراي مدل نمودن 

شود، به يک شبکه  ( نشان داده ميAoNشبکه  فعاليت در گره )

در  kکنيم گره شود. اگر فرض ( تبديل ميAoAپرت کلاسيک )

هاي ورودي  ، داراي کمان پويا شبکه پرت
n

bbb ,...,,
21

و  

هاي خروجي  کمان
m

ddd ,...,,
21

باشد، در اين صورت در شبکه  

),(پرت کلاسيک، با کمان  kk   تعويض خواهد شد کهn  کمان

kبه گره   وارد شده وm  کمان از گرهk  شود. خارج مي 

),((، را به صورت AoAپرت کلاسيک ) شبکه AVG   در نظر

ها و مجموعه  بيانگر مجموعه گره Vگيريم که در آن مجموعه  مي

A ذکر است که در  ها خواهد بود. لازم به بيانگر مجموعه فعاليت

ن معادل بوده و ممکن است هاي فعاليت و کما طول اين مقاله واژه
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  9شماره  -12جلد  -1931 پایيــزنشریه بين المللي مهندسي صنایع و مدیریت توليد،  

، نشاندهنده گره  sبه جاي يکديگر استفاده شوند. همچنين گره 

، نمايانگر گره انتهايي در شبکه پرت کلاسيک  yابتدايي و گره 

، يک متغير تصادفي با Aaباشد، در حالي که طول کمان  مي

توزيع نمايي و پارامتر 
a

 باشد. براي هر  ميAa ،( a )  را

تعريف  aرا گره پاياني فعاليت  (a)و  aگره شروع فعاليت 

زير را براي مسئله مورد بحث در نظر  نمائيم. همچنين تعاريف مي

 گيريم: مي

هايي(  هايي )کمان عنوان مجموعه فعاليت را به I(v) .1 تعریف

يابند و  هاي پرت کلاسيک خاتمه مي در شبکه vکه به گره 

(v)O هايي( که از گره  هايي )کمان را مجموعه فعاليتv  در

 کنيم، يعني داريم: شوند، تعريف مي شبکه پرت کلاسيک شروع مي

 

  ),( Vvv(a):Aa(v)I   (1) 

  ).( Vvv(a):Aa(v)O   (2) 
 

VXاگر  .1 تعریف   چنانچهXs  وXVXy  

هايي که شروع در  ، مجموعه فعاليت,X(X(صورت  باشد، دراين

X  و پايان درX  باشد را نمايش خواهد داد. يعني براي برش

y)(s, :داريم 
 

 .X(a)X,(a):Aa)X(X,   (3) 
 

جهتدار يکنواخت باشد، به آن برش، برش  )X),Xحال اگر 

Uniformly Directed Cut (UDC) شود يعني اينکه  گفته مي

 در برش انجام شده، دو فعاليت در يک مسير وجود نداشته باشد.

الف را درنظر -1شده در شکل  ي نشان داده پويا . شبکه پرت1مثال 

، (1,2,3)بگيريد. برشهاي جهتدار يکنواخت اين مثال عبارتند از: 

(1,3,4) ،( 1 ,2 ,5 ) ،( 1 ,4 ,5 ) ،( 1 ,6 )و  ( 7 ، که از شبکه پرت (

 آيد. دست مي ب( به-1کلاسيک )شکل 
 

 
 AoN)الف( 

 

 AoA)ب( 

 1هاي مثال  . شبکه1شکل 

، ),Q)F,Eتايي مرتب  کنيم سه اگر فرض .9 تعریف

در شبکه باشد، در  Dهايي از برش جهتدار يکنواخت  زيرمجموعه

افرازي قابل قبول  تايي مرتب، سه صورت اين سه اين

(Admissible 3-partitionناميده مي ) شود اگر داشته باشيم 

QFED  ، QFQEFE   و نيز

)F(a))I، داشته باشيم: Faبراي   يعني اولاً: سه .

بوده و اشتراکي  Dشان برابر  اجتماع QوE،Fمجموعه 

، در گره Fنداشته باشند و ثانياً: براي هر فعاليت متعلق به 

هم به اين گره  Eانتهايي اين فعاليت، حتماً فعاليتي از مجموعه 

 ختم شود.

افرازي قابل قبول  تعريف مذکور بعداً براي تعيين برشهاي سه

تر شدن مطلب، مثال  گرفته خواهد شد. براي روشن سيستم به کار

 UDCيک  (1,4,5)را دوباره در نظر بگيريد که در آن  1

تواند به  عنوان مثال اين برش مي باشد. به مي 1E ، 4F 

و  5Q  تايي مرتب يک برش  سهافراز شود. در اين مورد اين

دهند، چون داريم:  افرازي قابل قبول را تشکيل مي سه

  F4,5(4))I( کنيم  . ولي اگر فرض 1E ،

 5,4F  وQتايي مرتب يک  ، در اين صورت اين سه

يرا: افرازي قابل قبول نخواهد بود، ز برش سه

   4,5F4,5(4))I(   . 

هر فعاليتي  tدر طول اجراي پروژه، در زمان  .2 تعریف

تواند يکي و فقط يکي از حالات فعال، غيرفعال منتظر، در صف  مي

و غيرفعال را به خود اختصاص دهد که به صورت زير تعريف 

 شوند: مي

  فعال: به فعاليتي که در زمانt  ،در حال اجراء شدن باشد

 گويند.« فعال»فعاليت 

  غيرفعال منتظر: به فعاليتي که در زمانt  پايان پذيرفته

هنوز پايان نيافته I(((a)ولي حداقل يک فعاليت در 

 tگويند. يعني در زمان « غيرفعال منتظر»است، فعاليت 

)O((a)هيچ فعاليت   باشد. مجاز به شروع نمي 

  درصف: به فعاليتي که در زمانt نيازهاي آن  تمام پيش

کاري متناظرش در حال خدمت  انجام شده ولي ايستگاه

 گويند.  « درصف»باشد. فعاليت  دادن به پروژه ديگري مي

 تي که در زمان غيرفعال: به فعاليt  هيچ کدام از حالات ذکر

شده قبلي را نداشته باشد، يعني فعال، درصف و غيرفعال 

 گويند.« غيرفعال»منتظر نباشد، 

برابر است با  tام در زمان iحالت پروژه  .7 تعریف

(t))Q(t),Z(t),Y((t)X
iiii

  که در آن(t)Y
i

، مجموعه 

)، tام در زمان iهاي فعال پروژه  فعاليت t )Z
i

، مجموعه 

Q(t)، و tام در زمان iهاي غيرفعال منتظر پروژه  فعاليت
i

 ،

2 4 

6 

7 

1 

 پايان
λ 

3 5 

 شروع

1
2 

3 

t 4 

2 

s 
1 

4 

3 

2 6 

7 

5 
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  9شماره  -12جلد  -1931 پایيــزنشریه بين المللي مهندسي صنایع و مدیریت توليد،  

را نشان  tام در زمان iهاي درصف پروژه  مجموعه فعاليت

 دهد. مي

معرف ظرفيت سيستم و يا به عبارت ديگر،  Nکنيم  فرض مي

زمان در سيستم باشد، در  طور هم هاي فعال به حداکثر تعداد پروژه

 شود: صورت زير تعريف مي کل سيستم به اين صورت حالت

 
 (t))Q(t),Z(t),(Y(t)),....,Q(t),Z(t),(YX(t)

NNN11 1
 (4) 

 
صورت  افرازي قابل قبول براي کل سيستم به همچنين، برش سه

 شود: زير معرفي مي

 

   )Q,F,(E),....,Q,F,(EQF,E,
NNN11

define

1
 (5) 

 

Q,F,(E(که در آن
iii

امُ iافزاري قابل قبول پروژه  يک برش سه 

),,(و يا   طوري که  دهد، به را نشان مي
i

E،
i

Fو
i

Q 

هاي منتظر غيرفعال و  هاي فعال، فعاليت ترتيب، مجموعه فعاليت به

 ند.  ک اُم را بيان ميiهاي درصف پروژه  فعاليت

افزاري قابل قبول يکسان براي  ذکر است که برشهاي سه لازم به

زمان اتفاق بيفتند. همچنين  توانند هم هاي مختلف، نمي پروژه

است  ها وارد سيستم شده اي که زودتر از بقيه پروژه فعاليهاي پروژه

(، هيچگاه در صف منتظر دريافت خدمت نخواهند بود، 1)پروژه 

داشت:  يعني همواره خواهيم
1

Q . 

هاي ماتريس آهنگ مولد )گذار( که با  براي تعيين مولفه

  )Q,F,E(),QF,E(gG  طورکلي  شود، به نمايش داده مي ,

 باشد: سه حالت وجود دارد که به شرح ذيل مي

i. که فعاليت  هنگاميa  از پروژهiا نرخ اُم ب
a

  تکميل شود و

))((نشده در  در آن لحظه حداقل يک فعاليت کامل aI  

وجود داشته باشد، در اين صورت آن فعاليت از مجموعه 

هاي فعال، فعاليت
i

Eهاي غيرفعال منتظر  مجموعه فعاليت ، به

جديد ،
i

F کاري  يابد و نيز ايستگاه ، انتقال ميa اُم به فعاليت

دهي  ديگري که در ابتداي صف وجود دارد، شروع به سرويس

نمايد. در اين گذار، نرخ گذار برابر است با  مي
a

  که الگوريتم

 باشد: آن به شرح ذيل مي

 

If   aFaIEa
ii
 ))((,   then  

 Begin: 

   ,aEE
ii
  

   ,aFF
ii
  

  For 1 ij  to N  do 

   If 
j

Qa  then 

        ,, EndtoGoandaQQaEE
jjjj


 

 End, 

ii.  اگر فعاليتaول اُم از پروژه ا)(
1

Ea،  با نرخ
a

  خاتمه

))((هاي  پذيرد و در آن لحظه همه فعاليت aO   با تکميل

شدن فعاليت مذکور، شروع به دريافت خدمت نمايند، در اين 

هاي فعال حذف شده  صورت فعاليت مذکور از مجموعه فعاليت

))((هاي  و تمام فعاليت aO  هاي فعال  مجموعه فعاليت به

جديد، 
1

E :اضافه خواهند شد، يعني داريم ،

  ))(()(
11

aOaEE  کاري  و همچنين ايستگاهa ُام

به فعاليت ديگري که در ابتداي صف وجود دارد، شروع به 

اُم که با نرخ aاگر فعاليت  نمايد. اما دهي مي سرويس
a

 

),1(تکميل شده، متعلق به پروژه اول نباشد  iEa
i

و نيز  

))((هاي  در آن لحظه همه فعاليت aO   با خاتمه يافتن

فعاليت ياد شده، آماده دريافت خدمت و يا درصف منتظر 

افت خدمت باشند، در اين صورت فعاليت مذکور از مجموعه دري

هاي فعال حذف شده و ممکن است برخي از  فعاليت

))((هاي  فعاليت aO  هاي فعال جديد،  به مجموعه فعاليت

i
Eهاي درصف ملحق  مجموعه فعاليت شده و بقيه نيز به ، اضافه

شوند، 
i

Qکاري  . ايستگاهa اُم هم به فعاليت ديگري که در

نمايد. در اين گذار، نرخ گذار  دهي مي صف وجود دارد، سرويس

برابر است با 
a

 باشد: که الگوريتم آن به شرح ذيل مي 

 
If   aFaIEa

ii
 ))((,   then 

 Begin: 

  If  1i  then 

   Begin: 

      )),(()(
11

aOaEE   

    )),((
11

aIFF   

    For 2j  to N  do 

     If 
j

Qa  then  

          ,, EndtoGoandaQQaEE
jjjj
  

   End, 

  If  1i  then 

   Begin: 

    ,M  

    For 1j  to 1i  do  

     ),))(((
j

EaOMM    

      ),))((()( MaOaEE
ii

   

    )),(( aIFF
ii

  

    ,MQQ
ii
  

    For 1 ij  to N  do 

     If 
j

Qa  then  

          ,, EndtoGoandaQQaEE
jjjj


 

   End, 

 End, 
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iii.  اگر سيستم ظرفيت پذيرش پروژه جديد با نرخ  را داشته

به  sO)(صورت ممکن است برخي از اجزاي  باشد، در اين

شده و مابقي آن به  هاي فعال پروژه جديد اضافه مجموعه فعاليت

هاي درصف پروژه جديد ملحق شوند. در اين  مجموعه فعاليت

که الگوريتم آن به شرح ذيل  گذار، نرخ گذار برابر است با 

 باشد: مي
 

If 
iii

FQE and )(
111

 
 iii

ForQorE  

then  

 Begin: 

  ,M  

  For 1j  to 1i  do ),)((
j

EsOMM   

  ,MQ
i
  

  ,)( MsOE
i

  

 End 
 

پنج را با  2شده در شکل  ي نشان داده پويا . شبکه پرت2مثال

طوري که سيستم ظرفيت پذيرش  کاري در نظر بگيريد، به ايستگاه

 زمان حداکثر دو پروژه را داشته باشد. هم
 

 
 1ي مثال  پویا . شبکه پرت1شکل 

 

را نشان  2افرازي قابل قبول شبکه مثال  تمام برشهاي سه 1جدول 

هاي غيرفعال منتظر و  فعاليتبراي  *دهد، در حالي که نشانه  مي

 است. کار رفته هاي درصف به براي فعاليت qعلامت 

را در نظر بگيريد. اين حالت  1در جدول  12عنوان مثال حالت  به 

 1هاي  از پروژه اول فعال بوده و فعاليت 2دهد که فعاليت  نشان مي

باشند و همچنين فعاليت  از پروژه اول و دوم غير فعال منتظر مي

 باشد. از پروژه دوم درصف منتظر دريافت خدمت مي 2
 

 1افرازي قابل قبول مثال  . همه برشهاي سه1جدول 

1.  ,  12.  )2,1(),2,1( ** q
 23.  )3,1(),3,1( ** q   

2.  ),2,1(  13.  )2,1(),3,1( * q
 24.  )3,1(),3,1( ** q

 

3.  ),2,1( *
 14.  )3,1(),3,1( qq

 25.  )2,1(,5 *
 

4.  )2,1(),2,1( qq
 15.  ,5  26.  )3,1(,4 *

 

5.  ),3,1(  16.  )2,1(,4  27.  )3,1(,4 *
 

6.  ),3,1( *
 17.  )2,1(),3,1( **

 28.  )3,1(,5  

7.  )2,1(),2,1( * q
 18.  )3,1(),3,1( * q

 29.  )3,1(,5 *
 

8.  )2,1(),3,1( q
 19.  )3,1(),3,1( * q

 30.  q4,4  

9.  ),3,1( *
 20.  )2,1(,5  31.  )3,1(,5 *

 

10.  ,4  21.  )2,1(,4 *
 32.  4,5  

11.  )2,1(),3,1( *
 22.  )3,1(,4  33.  q5,5  

 0t  ,X(t)   بيانگر فرآيند مارکوفي با زمان پيوسته و حالات

ها گذرا بوده و حالت  طوري که همه حالت باشد، به محدود مي

مجموعه کليه حالات سيستم  Sاي وجود ندارد. اگر  جذب کننده

SKصورت  که به ,...,2,1 د، در گذاري شده تعريف شو شماره

، حالت ابتدايي سيستم بوده و برابر است با: 1 اين صورت حالت

 ),,(),....,,,(),,,(X(0)  بديهي است که .

افرازي قابل  تعداد حالات سيستم با افزايش تعداد برشهاي سه

طور نمايي افزايش خواهد  قبول و همچنين ظرفيت سيستم به

tP)(يافت. همچنين 
i

اُم در iن احتمال بودن در حالتعنوا را به 

بشرط آنکه در زمان صفر در حالت اول باشيم، درنظر  tزمان 

 گيريم، يعني:  مي

 

. Ki)1X(0)i X(t)PtP
i

,...,2,1()(  (6) 

 

کولموگروف، معادلات  -با استفاده از روابط پيشرو چپمن

ر ديفرانسيلي خطي سيستم براي بردا

 )(....)()(
2

tPtPtPP(t)
K1

 آيد: دست مي از رابطه زير به 

 

 001P(0)

GtP
dt

tdP
tP

....

).(
)(

)(




 (7) 

 

، ماتريس Gو  tP)(، مشتق بردار حالت tP)(که در آن 

آهنگ مولد )گذار( فرآيند تصادفي  0t  ,X(t)   را نشان

(، آن را به يک 7دهد. براي حل معادله ديفرانسيلي رابطه ) مي

نمائيم که بدين  معادله ديفرانسيلي با ضريب ثابت تبديل مي

گيريم. در نتيجه  منظور از دو طرف رابطه مذکور ترانهاده مي

 داريم: 

 
TTT tPGtP )(.)(  (8) 

 
 TG( ماتريسModal matrixماتريس مُدال ) Mکنيد  فرض

 TGطوري که ستونهاي آن را بردارهاي ويژه ماتريس باشد، به

دهند. همچنين  تشکيل مي
K1

 ,...,,
2

مقادير ويژه ماتريس  
TG رابطه است. بنابراين حل معادله ديفرانسيل  درنظر گرفته شده

 [ را مطالعه نمائيد(:45( برابر است با )براي جزئيات بيشتر ]7)

 
TtT PMeMtP )0(...)( 1 (0) 

 
باشد از رابطه زير  که يک ماتريس قطري مي teکه در آن 

 آيد:  دست مي به

2 3 

4 5 

1 

 λ پايان
 شروع
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t

t

t

t

Ke

e

e

e







...00

.

.

.

...

...

...

.

.

.

.

.

.
0...0

0...0

2

1

 (19) 

 

 . ميانگين زمان تکميل پروژه9
دست آوردن ميانگين زمان تکميل پروژه  هدف به در اين قسمت،

باشد. بدين منظور،  با ظرفيت محدود مي  پويا هاي پرت در شبکه

پروژه  iباشد که سيستم، Sيک زير مجموعه از  iSکنيد  فرض

ظرفيت خالي  i-Nديگر  عبارت در حال اجراء داشته باشد و يا به

باشد. همچنين،  براي پذيرفتن پروژه جديد در سيستم وجود داشته

هاي فعال در سيستم بوده و  ميانگين تعداد پروژه Pکنيد  فرض

T  ميانگين زمان تکميل هر پروژه در سيستم باشد. درنتيجه

TPق تئوري ليتل، در حالت پايداري سيستم داريم: برطب  ،

باشد که  ها به سيستم مي نرخ ورودي واقعي پروژهکه در آن 

برابر است با: 



NSSi

i
t

tP )(lim  علاوه بر اين .P ( 11از رابطه )

 جزئيات بيشتر پيوست را مطالعه نمائيد.(آيد: )براي  دست مي به
 


 




N

j Si

i
t

j

tjPP
1

)(lim (11) 

 

 درنتيجه، ميانگين زمان تکميل پروژه برابر است با:

 







 




N

j

SSi

i

N

j Si

i

t tP

tjP

T
)(

)(

lim
1


 (12) 

 
tP)(که در آن 

i
نهايت و يا  سمت بي به t( وقتي 0ها از رابطه )

 آيد. يعني داريم: دست مي گ ميل کند، بهعددي بزر
 

Tt

t

T

t
PMeMtP )0(...lim)(lim 1


 (13) 

 

 . مثال عددي2

را دوباره در نظر بگيريد که در  2براي روشن شدن مطلب، مثال 

زمان حداکثر دو پروژه وجود دارد.  سيستم ظرفيت پذيرش هم

 5هاي ورودي با توزيع پواسون و با نرخ  کنيد پروژه فرض

ها در  شوند و توزيع زمان فعاليت پروژه در سال، وارد سيستم مي

کاري نمايي بوده که ميانگين آنها عبارتست از:  هاي ايستگاه

5.2
1
 ،5.3

2
 ،3

3
 ،75.2

4
 ،4

5
 .

دهنده مستقر  کاري فقط يک خدمت ن در هر ايستگاههمچني

، نمودار نرخ زنجيره مارکوفي مسئله مذکور را 3باشد. شکل  مي

 .دهد نشان مي
 

1 2

33

44

66

1010

1111

1212

1313

1616

1717

1818

2525

2727

2121

2222

2323



1515 2020

2424

2626

2828

2929

3131

3030 3232 3333

1




2


4




3


1


4
2



3




5



4



1


3


4


2


3


1



5



1


4


2


3


2


3


4


5


2


3


3


2


5


3


4


3


5


5


55

2


77

88

99



1414

1


3


2


1




1919

2


2


1


1


1


2


3


1


1


2


1


1


1


1


1


4


3


1


5


5


 
 1 . نمودار نرخ زنجيره مارکوفي با زمان پيوسته براي مثال9شکل

 

داده نشان  2که در جدول  ماتريس آهنگ مولد )گذار(تشکيل 

( و 7معادلات ديفرانسيلي سيستم مذکور براساس رابطه ) شده،

100t( وقتي 13سپس احتمالات سيستم از رابطه )  دست  به

 آيد.  مي

، عناصر قطر اصلي در هر سطر 2ذکر است که در جدول  لازم به

  باشند. همچنين، برابر با قرينه مجموع بقيه عناصر آن سطر مي

دست آوردن ميانگين زمان تکميل پروژه در شبکه  بهبراي 

هاي  بندي مناسب بر روي حالت ، يک دسته2ي مثال  پويا پرت

شود که در جدول  هاي فعال انجام مي سيستم براساس تعداد پروژه

 است. نشان داده شده 3

ي مذکور  پويا در نتيجه، ميانگين زمان تکميل پروژه در شبکه پرت

100tبا ميل دادن   :عبارتست از 
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2.257

tPtPtPtPtPtPtPtP.

tPtPtPtPtPtPtPtPtPtPtPtP

T
1510965321

33

16i

i

14

11i

i874151096532

t


















 )()()()()()()()(

)()()()()(2)()()()()()()(

lim


 

 

 G)(. ماتریس1جدول 

 
 

 هاي فعال بندي حالات سيستم براساس تعداد پروژه . دسته9جدول 

 jS حالت هاي فعال تعداد پروژه

9 1 0S 

1 2,3,5,6,9,10,15 1S 
2 4,7,8,11,12,13,14,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33 2S 

 

[ با تعداد 46] 1کارلو شرايطي سازي مونت براين، از شبيه علاوه

آمده استفاده  دست ، جهت مقايسه نتايج تحليلي به1999اجراي 

 است.  نشان داده شده 4جدول  شود که در  مي
 

 سازي شده با شبيه ارائه . مقایسه روش2جدول 

 زمان ميانگين زمان پروژه روش

 99:´92˝ 25257 شده روش ارائه

 ˝11:´93 25236 کارلو شرايطي سازي مونت شبيه

 

 گيري و پيشنهاد مطالعات آتي . نتيجه7
صورت  د که بهبا ظرفيت محدو  پويا هاي پرت در اين مقاله، شبکه

شده، مورد مطالعه قرار گرفت. در اين  صف در نظر گرفته يک شبکه

                                                 
1 Conditional Monte Carlo simulation  

ي کاملاً مشابه طبق فرآيند ها مقاله، فرض شده بود که پروژه

براي سيستم  طوري که ظرفيت شوند، به وارد سازمان ميپوآسون 

فقط  کاري باشد. در هر ايستگاه ها محدود مي زمان پروژه اجراي هم

طور مستقل و با  ها به و فعاليت بودهمستقر  دهدهن خدمتيک 

شوند. براي  کاري متناظر خود انجام مي توزيع نمايي در ايستگاه

  پويا هاي پرت دست آوردن ميانگين زمان تکميل پروژه در شبکه به

صف به شبکه احتمالي تبديل شده و  با ظرفيت محدود، ابتدا شبکه

ه داراي حالات محدود سپس با ايجاد يک مدل مارکوفي مناسب ک

باشد، معادله ديفرانسيلي سيستم تشکيل  و زمان پيوسته مي

 گرديد. 

افرازي قابل  هتعداد حالات سيستم با افزايش تعداد برشهاي س

طور نمايي افزايش خواهد  هقبول و همچنين ظرفيت سيستم ب

گيري از قانون ليتل، ميانگين زمان تکميل  در نهايت با بهره يافت.

 دست آمد. به پروژه
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هاي ورودي به سازمان داراي انواع  در دنياي واقعي معمولاً پروژه

توان بر روي  عنوان مطالعه آتي مي باشند. در نتيجه، به مختلفي مي

با چندين کلاس )نوع( و ظرفيت محدود   پويا هاي پرت شبکه

متمرکز شد و اين در حالي است که در اين پژوهش فرض شد که 

باشند.  دي همگي کاملاً مشابه و از يک نوع ميهاي ورو پروژه

کاري  است که در هر ايستگاه همچنين، در اين مقاله فرض شده

توان اين فرض را تعميم  دهنده وجود دارد که مي فقط يک خدمت

کاري در نظر گرفت.  دهنده در هر ايستگاه داده و چندين خدمت

ان بر روي توزيع تو عنوان کار تحقيقاتي بعدي مي بر اين، به علاوه

با ظرفيت محدود   پويا هاي پرت زمان تکميل پروژه در شبکه

متمرکز شد، در حالي که در اين پژوهش ميانگين زمان تکميل 

 دست آمده است. ها به پروژه در اين نوع شبکه

 
 پيوست

tn)( دکني فرض I  و)(tnO و  يورود يب، تعيداد پروژهيا  يترت هب

 يسييتم در بييازه زمييان يبييه س يخروجيي to, .همچنييين  باشييند

 tهاي موجود در سيسيتم در زميان    تعداد پروژه tn)(کنيد  فرض

)()(باشد که برابر است با:  tntn OI کنييد   بر ايين، فيرض   . علاوه
  بيه سيسيتم و   ها پروژهنرخ ورودي واقعيP    مييانگين تعيداد

ي فعال در سيسيتم باشيند.   ها پروژه
i

T     را متغيير تصيادفي زميان

ر را ميانگين زميان تکمييل پيروژه در نظي     Tو  اُمiتکميل پروژه 

 برابرند با: Tو ،Pگيريم. در نتيجه، مي
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از سوي ديگر، داريم: 
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