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Abstract: In stochastic volatility models, European option prices are solutions to parabolic 
differential equations. In this paper we propose a finite difference scheme for solving these 
equations numerically. We prove the stability and convergence of this method in norm 
infinity. Then we use the ADL method to separate the operators, this allows us to apply 
Thomas algorithm to solve the corresponding linear systems in each step. 

 
 

  

 ���� ��� 	
 	���� ���� ������ ���� ����� ����� ���! "# ���� ��� 	
 	���� ���� ������ ���� ����� ����� ���! "#

�$
�%��$
�%�  

 

 

����� ��	
����� ��	
  �     �   ���� ����� ���� �����   

  

�����: ���� ���	
��� ������ � �
�� �����
 ��������
 ���� !�"��#$ %&'$ ()� �� 
�*
 ���+* � . ��

�,
�
 ������ -
 ��)/ �0 �
�1 �2�3 ���2�� �3��$ ���4 ���5� -
���6  
% .�� �1�7 6%�2  �� 8�� -
 �6

�1 9�	 �*
�:�� � �
)�� !��+	 .8�� ;
 <=* ADI �� �����*
 ���:>�/ �;�*
)� �
�1  ?�@�
 �� �1 -
 � %�26

�� %�26 �����*
 A���$ %���:�
 ;
 ?B �1 �C�2�� �D� ��:�*� �0 �
�1 !�>0�� �� �� �$ )��.  

  

���� ���	
 ���: >���� �����
���2�� �3��$ 8�� !?���� ()� !�����
 �  

  

� .�����
�

  

 � 9�+* ��E	 ��� ���F�6 8��" � )�� �1 ��'/ ���� ����
;�1 ��

 �>6 ?
�2/ �G$ ����
�
�� !�3�� H
��
"���� J�5�K� " �

"L��K� J�M��D� "�� �
�� �>���� ���� N�	 )	��O . ;
 �@

P���� ���
 !���� J�5�K� Q
�	
 -�$�*
 �����
 )�� �� . �

 )�*��* R��$ �1 �����
 )�� �����
T�5"
�$ ���� � K �� �6 

 ?��;0t =�� )5�2� �E	���� ��� �F�6 ;
 )0
� � ���   !��4

�OS� -
 �1 �*
 ��
��
�� : ?��; �� �
��
�� �)	�
�Tt =��   )	
�$

)���	 ��MV� ��� ( ���� �1 
� ��� �F�6 )0
� �K ;
 

                                                                            
���� ���	
: ��//�  

����
 ���	
:  /��/�  

��	�� ���� �������� ���	
 ������ ������� � ������ ������� � .

zamani@sharif.edu 
��!�� �	"#$������� � ������ ������ ���	
���� . 

behnaz_zargari@yahoo.com 

��X1 �����
 �)24��" .�)	�
� �)�/ Y�3� �1  ?��; �� �����
 �T !

�*
 ��2��	 . �
�1 <�"�	F��/ " �����
 �
)�� )�1 �
�
�� -
 ?��1

 ?��; ���;
��=1 �)24��" �1 �Z>M� !�
��
�� ��5�	
 . ���� ![>M� -


?��; �� )�� �����
0t =�� �)���	  ��4.  

 �� �6 �*
 ��
��
�� !�����
 L��K� �M��D� � !�>6 ���0 ��

)�*��* R��$ )Tt =( �"��#$ [>M� !( )TSHH = �1 
� 

)	�
��� ��
��� �
��
�� � ���� �� (�\� ?
�2/ �1 ])26 ������ 

 �	�
��� �	�( )TH S K
+

= − . ��� ������ ���� ��� �

���� �
�

 ���� ��^�� �0 �
�1  �,
�
 �))� �"���� ��
_O

�6 )	��6 ��1 ��� `4�� 9�+�� �1 �2�M�.  
� 9�+* ���� �+	B

()� �*)2� �	�
�1 �6�0 � �1 �* 
� ��+1 a�	 � )	��6 �;

)2�"�O �E	 �� �1�7:  
  

                                                                            
2
 M. Scholes & F. Black 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ij

ie
pm

.iu
st

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

4-
06

 ]
 

                               1 / 7

http://ijiepm.iust.ac.ir/article-1-280-fa.html


��                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    ����� �	
������ �	
� �  � ������������� �����   

 

)b   (               Tt0 ≤≤       
tttt

tt

dWSdtSdS

dtrBdB

σμ +=
=  

  

  �1�7σ %&'$ !�  �� �)���	     � ��4r  �*
 ��+1 a�	 .  N��4 � �>1

     �
;�1 � �� �6 )	�
� ?�K	 " �)c
 (B " �c�      ����c* )Mc* ?
�c$  �


       �c1 �c3�� H�� � 9�+* ���4  �c	�O   �
 c$      ?B 8;�
 �c6 �
� ��@K

 �1 dMD2�            )c�� ��c���
 -�4
� �*� �� ;
 �e�0 �)5	 ?���

     �*
 ���6 �
;�1 �2� ])4�1 �����
 .     �O
 �6 )2�"�O �V��	 <=*

   f
���1�B �e�" �
;�1 ��          �c� �� ��c���
 ���� !)4�1 ��4
)	 ����

  
 �1
�1 �EG�       �EG� ?B �� ����* )M* 8;�
 �1 �* .   ���5� �� �+	B

     (�* �� �6 ���bghi        �Mc*�G� �
�1 �G�e (���" )4 �K�2� 

)	��6 j
�X�*
 �����
 )�� �����
 ����.  

�>1 ()�k���* ()� N��4   �
�1 l�e (���" ���� � �*
 �


�1 ?B ��
N� ;
 (�
)�� ��������
 �� ���4 ��� .��*�6 ��
  ���

 ?B%� ��  -
 �1�1 )�1 �6 �*
 ��+1 !�1�V$ m��	 �1 �	
��

%;
��=1 �O��* .�1 %���$ m�)$ �1 ���� -���  ()� -
 ;
 ���

�)4 �,
�
  -�1 ;
 �6 )	
�+	B��  ()� �1 ?
�$  `+� �1 �2�M� ���

��� ���)2B�" !`X� ����6 ���4
 �"��#$ %&'$ � .  

 ��� !%&'$ !�"��#$ %&'$ ()� ���*
 �"��#$ )2B�" � .

()� ?�26 �$ �"��#$ %&'$ ������>�X�  �)4 ��+2K��  ;
 !)	


�
� � (�� �>���) bggn(-��*
 � -��*
 !�) bggb(  �

?�����) bggi.(  

�� o�" ?���� ()� ��  Q�	 ;
 ��
 `X� � %&'$ �6 ��4

<@6 k�*�:2
 kA
� � �
�
� � ��2��	 �)2B�" �6 �*
 

�KO;�1 ��e���� -�:	��� �1  )4�1 .�2� ���)2B�" -�2p��	 

�
)�  ��"�O �E	 �� ���M�� !%&'$ � 9�+* ���� �)226

�� )	�4.  

 �#" �� �6 ?�2p��bq ;
 ]r[ )2B�" �1 ��O�� !�)4 ?��1 

 �e�0 ()� !%�
N"��1 %� 
� `+� !()� -
 �� 9�+* ����) �6

<��1 ()�
�� �)���	  ��4 ( �@ !�O��* -�/ �� ;


P�D�	
 ()� -�$�_� ���� ��� �� ���4 �1 �������
 ��
_O ��� .

 �� -
 ;
 ?B ��
�
 �� �6 )4 %��
�� N6���� ?���� ()� �1 ��

�
� %��
�� l�3�$ 
� .  

�>1 ()� P'� �1k()� �� !N��4   �
;�1 !�"��#$ %&'$ ���

���	 ���6 .��� !���6�	 ����
;�1 ����	 
�  `4�� s'��6 ?
�$ 

�
� .()� -
 ���;
)	
 �
�1 ������ )�1 
)�1
   �,
�
 ��� ���O

 ��� -
 <=* � ��4)���+�� �1 (�� ��4 %��	.  

                                                                            
1
 volatility 

2
 Levy processes 

3
 Stochastic volatility 

4
 Hull & White 

5
 Stein & Stein 

6
 Heston 

7
 Cox- Ingersoll- Ross 

8
 Wiener processes 

9
 Bates 

8�� ?��� ;
  �� !���6�	 ����
;�1 �� ��� `4�� t>�X� ���

()�  ;
 (���� ��& �1 �"��#$ %&'$ ���"8�� ���_V� ��� "

�� �����*
 8�� �2� ]��4 �:	��� `4�� ���-k � <	��
� 

�� %��	  �;�*)��3�� (��� .8�� -
 �6 
�u  �1 sF�
 ��

���� �� �+�2� f
���1�B ?�)1 ��
_O  %���$ v�G� -
 ;
 � ��4

�� ���4 �1 ���6 ����
;�1 �� ��� `4��  w1�$ s��	�7 � )	��

���� �� �M*�2� `��	 �
�
� �+	B ;
 �)�B �*� �1 ��
_O )4�1 .  

�� ]b[�� 8��  %��	  j
�X�*
 ��G	 � ��� ��3�� �;�*

���� (���" �*
 �)4 �*��1 �"��#$ %&'$ ()� �� ��
_O . ��

 ������ ��)/ �0 �
�1 ���2�� �3��$ ���4 � ���5� -


���� ���	
��� �� �)4 j
�X�*
 �
 ]b[�� �,
�
 ! %�26.  

  

�  .����� �	�
��	  ��� ����� ���� ��� ��	��  

()� �� &'$ ���� ?
�2/ �1 ��� %&'$ !�"��#$ %  )2B�"

	 �� �M\� �"��#$E�� ��"�O � ��4 . �1 o�" �:� J��M/ �1

 ���� �6 �*
 -
)�)4 �N2$ ( ������ �� ��� �
�
� �F�6

�"��#$ ���	
���  

  

0t >        ( )t t t t tdS = S μ dt +σ dW  

  

�� H)e �6 )26{ }( ),      0t t Tσ ≤ ≤ �"��#$ )2B�" � 

�	�O �1 s�M��x � �*
 �M\� �� ��X�	
 �
  ��e�� �
�
� �6 ��4

)4�1 -�:	��� �1 �KO;�1 .()� Q�2$  ;
 �"��#$ %&'$ ���

��X�	
  �
�1 J����� ���)( tσ�� �4�	  ��4 . �����*
 ���� ()�

 ?���� ()� ;
 ����0 ��]q[ ?B �� �6 �*
 tt Y=σ � tY 

<@6 Q�	 ;
 ��
 `X� �k�*�:2
 k�*
 A
� :  

  

)r(                 Tt0 ≤≤( )
( ) tttt

ttttt

WdYdtYkdY

dWYdtYSdS

′+−=

+=

υη

μ  

  

 �6μ  � �*
 �1�7 �)/ �υ !η � k�1�7  �M\� ��� )	
 .tW 

 �′
tW �1�7 �:��M�� �1 �2� )2B�" �� ( , )ρ ∈ −1 1 ])2���

 �2�dtW,Wd
t

ρ=′ �6W,W ′ ���_V� <	��
��6 W � 

W ′
 �*.   

 )2B�"Y �� )r (�� ��2��	 �)2B�" )4�1 .��O�� !d����	 ?��1 �1 

0Yt =! �1 �C�2�� �"��#$ ���	
��� ������ �� `X� y�3 Y 

�� ��e 3 � ��4� `	
� yηk�� yM*   �6 ��4Y �M\� ���1�� 

��4 .�� o�"  %�26k
υ η≤

2

2
 )�� -��z$ �6  )26Y �M\� 

�*
(] `X1 �� y>D� -
 J�M7
 q ;
 ]h[�*
 �����  . -�2p��

Y�*
 -�:	��� �1 �KO;�1 ��e�� �
�
� ! ��O�� 
�; η<tY! 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ij

ie
pm

.iu
st

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

4-
06

 ]
 

                               2 / 7

http://ijiepm.iust.ac.ir/article-1-280-fa.html


������ �	
� �� �� ������ ���� ����� ���� ����� �!�"� ���# $%������ �	
� �� �� ������ ���� ����� ���� ����� �!�"� ���# $%                                                                                                                                                                                                        &'  

 

 `	
� y�3( )tYk −η  �
)5� `
N"
 �1 ���$ � �*
 �M\�Y 
��
�! ��O�� <@���1 � η>tY �1 ���$ � �*
 ��2� y�3 -
 !

 �
)5� `��6Y��
� .  

 %��OH�M��D� �  ����
 L��K� ��2� ])4�1 �( )TSHH = .

 %�26 o�")y,s,t(v �EG� �� L��K� �M��D� -
 ���� t )4�1 

�� 8�� ;
 �����*
 �1 �6 %��	 1 ��� �;�* ��*
 �)�B �*�! � 

N�	%�26 o�"  sS0 = � yY0 = . ��]b[K	  �*
 �)4 ��
� ?�

 �6)y,s,t(v ��� ( ,T ) ( , ) ( , )× ∞ × ∞0 0 0���� ������ ��  �
  

  

( )v v
+ k(η - y) - ρυμ y +

t y

2 2 2y v v v2 2+ s + 2rus +u = 0
2 22 s ys y

∂ ∂
∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠

  

  

 �	��� L�4 �1v(T,s, y) = H(s)�� H)e  )26.  �
�1

 ��X��B d�K� P_0v

s y

∂
∂ ∂

2

��Z�� ���Z$ ;
  

yslnx
υ
ρ

−= 


�� �����* %�26 . w1�$ y�$�$ -)1∞u t��$ �1   

  

¥

ρ
u (t, x, y) = v t,exp x + y , y

υ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

  

  

 ������ �
��  

  

)i(    ( )

2¥ ¥

¥

2 2
2 2¥ ¥

2 2

u uρ y
+ ρ μ y - k (η - y ) - +

t υ 2 x

u
+ k (η - y ) - ρ υ μ y +

y

u uy
+ (1 - ρ ) + υ = 0

2 x y

∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂
∂

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

  

( t , x , y ) ( ,T ) G ∞∈ ×0  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=∞ yxexpH)y,x,T(u
υ
ρ  

∞∈G)y,x(  

  

 ?B �� �6 �*
G ( , ) ( , )∞ = −∞ ∞ × ∞0.  

 ������ ��)i( !∞G�1 ��0�	  �*
 ?
�6 .8�� ��  !��)/ ���

 �2�
�∞u ;
 �
)	
�6 �/��V��; � �1 
� ∞G ?�p�� 

)Y,0()X,X(G maxmaxmin ×=�� ��)G�  %�26 . ��/ -


�� �)���	 �;�* ��3�� ��4 . w�
� ��∞u �\� ��1�$ �1 
� u 

�� y�5$ �6 %�	; u���� ������ �
��   ��0�	 ��� H�" �


 �
)	
�6G��   ;�� ��� � )4�1G�2� ]�*
 ��e �1
�1 u 

�*
 �; ������ �
��:  

){(                  ( )

2

2 2
2 2

2 2

u ρ y u
+ ρ μ y - k(η - y) - +

t υ 2 x

u
+ k(η - y) - ρυμ y +

y

y u u
+ (1 - ρ ) + υ = 0

2 x y

∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂
∂

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

  

  

( t ,x , y ) ( ,T ) G∈ ×0  

u( t ,x , y ) =0                               G)y,x( ∂∈  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ += yxexpH)y,x,T(u
υ
ρ

       
G)y,x( ∈  

  

�� ���$  �6 %�26){ ( �;�� L�4 �1 ������ �)�/�2#� ( �*


������ �6 ���0 ��) i (�*
 �;�� L�4 )��") .���	G∂ �� ){ (

?�K	  ;�� �)2��G�*
 (.  

  

� .������ 	
��� ���  

 �����
 �>���� �����
 ���� �6 %)� �M� `X1 ��) ;
 <�

��3�� ��^�� �;�* ( ������ ��){ (�� H)e  ������ � �6 )26

���� ���	
���  �1 �
�*
 �	��� L�4 . �)M$ �1t �1 tT − 

�� ���� ������ -
 ?
�$  ����
 L�4 �1 ���+* ������ � �1 
� �


��6 �)M$:  
  

)q (                   ( )

2

2 2
2 2

2 2

u ρ y u
= ρ μ y - k(η - y) - +

t υ 2 x

u
+ k(η - y) - ρυμ y +

y

y u u
+ (1 - ρ ) +υ

2 x y

∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂
∂

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

  

                                                ( t ,x , y ) ( ,T ) G∈ ×0  
  

                              G)y,x( ∂∈           u( t ,x , y ) =0  

                              G)y,x( ∂∈ 
�

u( , x, y ) H ( x, y )=0  
  

 ?B �� �6  

( , ) expH x y H x y
ρ
υ

⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

�

  

  

 ���2�� �3��$ ���4 `X1 -
 ��)�2�3 ( �,
�
 
� �E	����

�� %�26:  

 
)�1
min max maxX ,X ,Y×⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦0�@M4 �1 
�  ������ �
  �1 �>e���


 N�*h�� -N:��  %�26 .��O �/��V�  �6 
� �@M4 ;
 ���

 �1 d>���( ) ( )min max maxG X ,X ,Y= × 0  �1 )2���hG � 

��O 6 
� ��� ;�� ��� �Gw�
�   �1 )	
hG∂�� ?�K	  %��� .

�� o�" !��>6 ?�
� �*� ;
 ?�)1  %�26maxY � minmax XX − 

;
 �G�Ge ���z�h])24�1  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ij

ie
pm

.iu
st

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

4-
06

 ]
 

                               3 / 7

http://ijiepm.iust.ac.ir/article-1-280-fa.html


��                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    ����� 	
������� 	
��    ��������������� �����   

 

 s'\�h)1N(Ymax += � h)1N(XX minmax +=−
;
 �1  �

  . y�$�$ -)1  
  

}N,...,1j,N,...,1i:)y,x{(G yxjih ===  

h i jG {( x , y ) : i∂ = =0� 1Ni x += 

     �         j =0     �   }1Nj y += 
    

�
��
�� �1  
2 2

11 22
1 2 2 2

a a
L := b + b + +

x y 2 x 2 y

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

  

  

 ?B �� �6  
  

2
1 1

2 2

2
11 11

2
22 22

ρ y
b = b (y) = ρ μ y - k(η - y) - ,

υ 2

b = b (y) = k(η - y) - ρυμ y ,

a = a (y) = (1 - ρ )y ,

a = a (y) = υ y ,

  

  

 ������)q (J��e �1 
�  
  

)|(                         

o

u
= Lu (t, x, y) Î (0,T) ×G

t

u(t, x, y) = 0 (x, y) Î G

u(0,x, y) = H (x, y) (x, y) Î G

∂
∂

∂  

  

�� %���	 .�O
hji G)y,x( ∈ !)y,x,t(u ji �1 
� )t(uij ?�K	 

�� %��� . ?�; y�5$ �
�1 �; }1
�� ;
 ��
_O���	 -
 �1

�5�K����� J �
 u  ���*
� ��x � y �� �����*
 %�26:  

i j

i+1, j ij

x ij

1 j

i, j i -1, j

x ij

1 j

u
(t,x , y )

x

u (t) - u (t)
u (t) := ;

h
b (y ) ³ 0 ا������������������

u (t) - u (t)
u (t) := ;

h
b (y ) < 0 ا������������������

∂ ≈
∂
⎧

∂⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪∂
⎪
⎪
⎪⎩

  

i j

i , j ij i , j
x x ij

u
( t , x , y )

x
u ( t ) u u ( t )

u ( t )
h

+ −

∂
≈

∂
− +

∂ ∂ =

2

2

1 1

2

2
 

  

i j

i, j+1 ij

x ij

2 j

i, j i, j -1

x ij

2 j

u
(t,x , y )»

y

u (t) - u (t)
u (t) := ;

h
b (y ) ³ 0 ا������������������

u (t) - u (t)
u (t) := ;

h
b (y ) < 0 ا������������������

∂
∂

⎧
∂⎪

⎪
⎪⎪
⎨
⎪∂⎪
⎪
⎪⎩

 

                             i j

u
( t ,x , y )

y

∂ ≈
∂

2

2
  

i , j ij i , j
y y ij

u ( t ) u u ( t )
u ( t )

h
+ −− +

∂ ∂ = 1 1

2

2
  

  

 (�
 �M$�� J�5�K� t��$ ~�� ��G	 !)� %��
�� �6 ��D	���

�� J�M7
"��
)�� "��1 )�
�� )��� !8�� .��
_:�� �1 }1
�� 

t��$ �� H�"L�>3��$ �:>�/ !  
  

  

)h(                

+ - + -
h 1 x 1 x 2 y 2 y

11 22
x x y y

L := b - b + b - b +

a a
+

2 2

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
  

  

�� �*)1 )B ?B �� �6  ���� y�$�$ �1  � �M\� ���

 ��2�)2���  .�� ��E�	
  �6 ���ij ( t )u�1   �� �M�5$ ��&

 ������ij
h ij

du ( t )
L u ( t )

dt
≈)26 H)e  . %�26 o�"ijU ( t ) 

 �
�1 �2� ])4�1 ������ -
 d��� �
��xi , ...,N=1 � 

yj , ...,N=1 !  
  

)n  (                      ij
h ij

dU ( t )
L U ( t ) t ( ,T )

dt
= ∈ 0   

  

             ?B �c0 �
�c1 � �*
 ���/ ���	
��� JF���� ��:�*� � �6

�� �>0�� � 8�� ;
 ?
�$ ��6 �����*
 �>�
 �
:  

 ;
�cc"
k k ... Nk T< < < < =0 2 �;�cc1 ;
 ,T⎡ ⎤⎣ ⎦0 �ccE	 �� 
� 

�� %��O .   �e'� ;
 �����*
 �1    ��c�	( n )
ij ijU U ( nk )=    �c1 � 

 �
;
,θ ∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦0 1  ��:�*� !)n ( �1 
�  

( )
( n ) ( n )

( n ) ( n )ij ij
h ij ij

x y

U U
L U ( )U ;

k
i , ...,N , j , ...,N

θ θ
+

+−
= + −

= =

1

1

1

1 1

  

 �
�1n , , ...,N= −0 1 1�� y�5$  %�	; .!8�� -
 "8��θ "

��	�� �)� ��4 .  

�6 �$��e �� θ =0 %�
� ( )( n ) ( n )
ij h ijU kL U+ = +1

1 �2� ]

 �>0�� �
�� ;
 !���$�� ��3 � 9�V	
 �1 �>0�� �� �
��

�� �*)1 �M� 1 � )B ��� �)���	 l�e 8�� !�>/ -��� ��4 .

�
�1"�
)�� " )�1 8�� -
 ?��1k �1 �M�	 h �u�6 ����1 

) �M$�� ;
h2 ( ���
�@$ �
)�$ `
N"
 �/�1 �6 )4�1) �2�N ( �

�� �M*�G� ?��; ?)4 �	F�& �V��	 �� ��4 .  

�6 �$��e ��
 

θ =1 ]%�
� ( ) ( n ) ( n )
h ij ijkL U U+− =1

1  �2�

 �
�� ;
 !�D� JF���� ��:�*� � �0 �1 �>0�� �� �
��

�� �*)1 �M� �>0�� �2�3 8�� yM* -��� �1 � )B �)���	 

�� ��4 . 8�� -
)�� ?��1 �)2B `X1 �� �6 ���+�� �1 %�26 (

�*
 �
)�� .�"�O %��
�� `�� �� 
� �2�3 8�� �� �� -
 ;
.  
  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ij

ie
pm

.iu
st

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

4-
06

 ]
 

                               4 / 7

http://ijiepm.iust.ac.ir/article-1-280-fa.html


������ �	
� �� �� ������ ���� ����� ���� ����� �!�"� ���# $%������ �	
� �� �� ������ ���� ����� ���� ����� �!�"� ���# $%                                                                                                                                                                                                        &'  

 

  

� .������	  

� J�M7
 �1 `X1 -
8�� �
�:��1 9�	 �� �2�3  ��+	 ~�#��
 

��
�.  

�� �"��� 
� ��
)�� � ���O;�* %����� 
)�1
%�26:  

 ������.��   ������ �1 !���2�� �3��$ ���4 %��O)| ( ��O;�*

)�1 9�	 �1 �M�	 ��*
�* ��+	 (��O�� �*
 ?��;B w1�$ �� �
�1 

  ?��6 ��� �1 !��e ��* �1 

)5� �
  

  

i j i j

i , j

h i j i j

( nk , x , y ) ( nk k , x , y )
max

k

L ( nk , x , y ) L ( nk , x , y )
t ϕ

ϕ ϕ

ϕϕ

− −

∂⎛ ⎞− − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

  

��4 
�:�� ��e �1.  
  

 ������. 
� ���2�� �3��$ ���4 )�1 9�	 �� ��+	 ( �
)��

��  !�
)	
�6 ����
 L�4 �� �
�1 ��O�� %���	( n )
ijU�1   ��
�2@ ��&

 ;
 �5��� � �@M4 L�5	 9��$ ��h � k�2� ])4�1 �
)	
�6 !  
  

( n )
ij

i , j

C , k , h , n { , ... , N } :

max U C .

∃ > ∀ > > ∈

≤

0 0 0 0

  

  

����� 	.��   ���2�� �3��$ ���4 %��O)�1 9�	 �� ��+	 (

 �� �
�1 ��O�� �*
�:��n { , ... , N }∈ 0! ?��6 ��� �1 h � 

k��e ��* �1 �
)5� ( n )
ij ij

i , j
max U u ( nk )− ��e ��* �1 

��4 
�:��.  

<@� �;�
 %� ��z� �1�21� ������ �O
 !)|" (���0 8�� " � !)4�1

������ -
 �1 ��O;�* ���2�� �3��$ y�5$���� �+2$ � �+2$  

 �*
�:���6)4�1 �
)�� .  

                                                                            
1
 Lax 

�� ��^�� ���� ��!�6 �*�2�� -
 �1 ?��1 ���0 8��   ������)| (

 �
��)4�1 ��4
� ��@ .�� o�" �� -
 �6 %�26  ���@ L�4

)4�1 �
���1.  

 ~�#��
 �2�3 8�� ��
)�� � ���O;�* J�M7
 �1 )�1 ��
NO ��

)	�
� . %�5��� �V��	 !�2�3 8�� �
�:�� !��
NO �� -
 ���� �1

��1 )�
�� <@� ��z�.  

 
����. %���:�
 b ������ �1 )| (�*
��O;�*.  

�����.26 o�"  %�}�1 ;
 �����*
 �1 ! 

��>�$ϕ � �
;
 �1 !9�� �M$�� �$ 
�

( nk k , nk )ξ ∈ −!  

  

�

i j i j

i j

i j

( nk , x , y ) ( nk k , x , y )

k

( nk , x , y )
t

k k
( , x , y )

t t

ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕξ
∞

− −
−

∂
− =

∂
∂ ∂

≤
∂ ∂

2 2

2 2

2 2

  

 � �
;
 �1 �i i( x ,x )ξ −∈
1 1

 � i i( x ,x )ξ +∈
2 1

!  
  

x x i j

i j j

j

b b b ( nk , x , y )
x

h
b ( nk , x , y ) ( nk , , y )

x

h
( nk , , y ) h b

x x

ϕϕ ϕ

ϕ ξ

ϕ ϕξ

+ −

∞
∞

∂⎛ ⎞∂ − ∂ − ≤⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ∂
+⎜⎜ ∂⎝

⎞∂ ∂
+ ≤⎟⎟∂ ∂⎠

1 1 1

2

1 12

2 2

2 12 2

2

2

  

  

 �6
∞

 ��� %�N6�� 9�	 !G) ����1G (�*
.  

��>�$ }�1 ;
 �����*
 �1u� �
;
 �1 !9��+u �M$�� �$  

i i( x ,x )ξ −∈
3 1

 � i i( x ,x )ξ +∈
4 1

 !  
  

x x i j

a a
( nk , x , y )

x

ϕϕ
⎛ ⎞∂

∂ ∂ − ≤⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2

1 1 1 1

2
2 2

  

i j j

a h
( nk ,x , y ) ( nk , , y )

x

ϕ ξ
⎛ ∂

+⎜⎜ ∂⎝

2 4

1 1

34
2 24

  

j

h h
( nk , , y ) a

x x

ϕ ϕξ
∞

∞

⎞∂ ∂
+ ≤⎟⎟∂ ∂⎠

2 4 2 4

4 1 14 4
24 24

  

  

���� J�5�K� �1 L�1�� J'�� ���� �� �1 �M�	 �
yN�	  }1
�� 

�� �V��	 ��"� %� ��� �6 )	�
���1 �+1�K� )2��:  
  

i j i j

i , j

h i j

i j

( nk ,x , y ) ( nk k ,x , y )
max

k

L ( nk ,x , y )

L ( nk ,x , y ) O ( h k )
t

ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

− −
−

− −

∂⎛ ⎞− − = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

  

  

 ������. %���:�
 b�*
 �
)�� .  

 �������	   
�� �� ��  

�	
�� �� �����     

•  �O
xi { , ... ,N }∈ 1 �  yj { , ... ,N }∈ 1 �)1 �
�� 
( )

ij i jU H ( x , y )=0

0

. 

•  �O
xi { ,N }∈ +0 1 � yj { ,N }∈ +0 1 �)1 �
�� 
( )

ijU =0

0 . 

����� : �� ���	n , , ... , N= −0 1 1  

•  ��:�*�( ) ( n ) ( n )
h ij ijkL U U+− =1

1! xi { , ... ,N }∈ 1 

�yj { , ... ,N }∈ 1-6 �0 
� !. 

•  �;�� }
�4( n )
ijU + =1

0 !xi { ,N }∈ +0 1 � 

yj { ,N }∈ +0 1-6 (��/
 
� .  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ij

ie
pm

.iu
st

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

4-
06

 ]
 

                               5 / 7

http://ijiepm.iust.ac.ir/article-1-280-fa.html


��                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    ����� 	
������� 	
��    ��������������� �����   

 

����� .�� ?�K	 �
�5�*
 �1 � �� �
;
 �1 �6 %��n !

�

( n )
iji , j

max U H
∞

≤ .  

 �
�1n =0)  %���:�
 ����
 ����
)5� �1 ���$ �1b (

�

( )
iji , j

max U H
∞

=0 .�
�1 H�" ������	 %�26 o�"n��1  )4�1 �
�

 �
�1 ���n +1)4�M	 �
���1  . � �
;
 �1 J��e -
 ��
�

i  ��

x{ , ... , N }1� �  
�

j  ��y{ , ... , N }1!  
  

)g                                      ( 
� �

�

( n ) ( n )
i , j i , ji , j

U max U H+
∞

= >1  

 ?�
��
�� �1  

o o

o o

o o

o o

-11
1 1 i , j2

+11
2 1 i , j2

-11
3 2 i , j2

+11
4 2 i , j2

ak k
C = + b (nk,x )

h 2 h

ak k
C = + b (nk,x )

h 2 h

ak k
C = + b (nk,x )

h 2 h

ak k
C = + b (nk,x )

h 2 h

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  

 �4
� %��
��  

o o

o o o o

o o

o o o o

o o o o

o o

o o o

(n+1) (n+1)
ij i , ji, j

(n+1) (n+1)
1 i , j 2 i , j

(n+1)
1 2 3 4 i , j

(n+1) (n+1)
3 i , j 4 i , j

(n+1) (n+1)
1 i -1, j 2 i +1, j

(n+1)
1 2 3 4 i , j

(n+1)
3 i -1, j 4 i +1, j

max U = U

= -C U - C U +

+ (1 + C + C + C + C ) U +

- C U - C U

£ - C U - C U +

+ (1 + C + C + C + C ) U +

- C U - C U
o

o o

(n+1)

(n)
i , j o ¥

£ U £ H

  

  

 �1 �6)g (�*
 ���2$ ��.  

 ��
NO J�M7
 ��b %���:�
 ���O;�* �M$�� �6 %)� b !

O ( h k )+�*
  . J��e �1 
� ���O;�* �� �6 -
 �1 ���$ �1

��$ ��*
�* %� %���:�
 �
�:�� �M$�� !%��6 t

O ( h k )+��1 )�
�� .  

 ������.�1 9�	 �� �2�3 8��   �M$�� ;
 ��+	O ( h k )+ 

�*
�:��  

  

� . ���ADI�
  

 �0 )2�;��	 �2�3 8�� ;
 �>0�� �� �� �6 %)� �M� `X1 ��

 JF���� ��:�*�  
  

                                                                            
1
 Alternating Direction Implicit Method 

(n+1) (n)
h ij ij

x y

(1 - kL )U =U ;

i Î {1, ... , N } , j Î {1, ... , N }  

  

 �6 %����hkL−1 ���$�� x y x yN N N N×�*
 .  

��*� �� 8�� ;
 �
  ����24 ���:>�/ �;�*
)� ?
�2/ �G$ �6 ��

�)4 �� !)	
 %���:�
 -�2u ;
 �>0�� �� ?
�$  �; )2u �1 
� ���

 ?�@� �����*
� ;
 �@ �+2$ �>0�� �; �� �� �6 ��6 ��@�$ �>0��

) �V2
 ��x� y ( �� ���C �2�3 ��& �1 )	�4 .�� -
�1�21  ?
�$

 !JF���� ��:�*� y
�3 <�$�� �>0�� �; �� �� �6 �
� �M�$�$

�� ?�@�
 �� �1 � )4�1 ��D� �*  ;
 ��:�*� �0 �
�1 �6 )��

%�26 �����*
 A���$ %���:�
. P���� ;
  Q
�	
 -�$8��  ���

8�� !���:>�/ �;�*
)�ADI �*
  . �D1
� �1 ���$ �1)h ( %�
�

h x yL L L= + ?B �� �6   

  

+ -
x 1 x 1 x 11 x x

+ -
y 2 y 2 y 22 y y

1
L = b - b + a ,

2
1

L = b - b + a
2

,

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
  

  

8�� ��ADI         �c�@�$ 9�cO %�c	 �� �c1 �2�c3 8�� ;
 9�cO �c� 

��       �>0�� �� %�26 o�" ]��4n      %�c4�1 �2�c3 8�� 9
  .  ��  %�c	

   (�
 9�O( n )
ijU    �c*
 9�c>��  .     �c� �
�c1yj { , ... ,N }∈ 1    �c0 ;
 !

 JF���� ��:�*�x xN N×   
  

( )
( )

1
12
2

1
2

                      1, 2, ...,

n
n

n
nij ij

x ij y ij

x

U U
L U L U

k

i N

⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= +

=

  

  

  ���5�
( n )

ijU
+1
2   �
�1 xi { , ... ,N }∈ 1  �� -���$   )	�c4 .   %�c	 ��

   9�� 9�O
( n )

ijU
+1
2      �
�c1 � �c*
 9�>��  xi { , ... ,N }∈ 1    �c0 ;
 !

 JF���� ��:�*�y yN N×  
  

( )
( )

1
1 12

12

1
2

                      1, 2, ...,

n
n

n
nij ij

x ij y ij

y

U U
L U L U

k

j N

⎛ ⎞+⎜ ⎟+ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟ +⎝ ⎠
−

= +

=

  

  

 ���5�( n )
ijU +1 �
�1 yj { , ... ,N }∈ 1�� -���$   )	�4 . ��& �1

��:�*� � �2�3 8�� 9�O �� �� �e'�x y x yN N N N× 
� 

�� �0 8�� 9�O �� �� �6 ���0 �� %�26ADI  ! yN��:�*�  �* 

 ��D�x xN N× � xN ��D� ��:�*� y yN N× �0 
� 

�� %�26.  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ij

ie
pm

.iu
st

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

4-
06

 ]
 

                               6 / 7

http://ijiepm.iust.ac.ir/article-1-280-fa.html


������ �	
� �� �� ������ ���� ����� ���� ����� �!�"� ���# $%������ �	
� �� �� ������ ���� ����� ���� ����� �!�"� ���# $%                                                                                                                                                                                                        &'  

 

 �������	
 ��� ADI  

   ��()� ������*  

•  ���xi { , ... ,N }∈ 1 �  yj { , ... ,N }∈ 1 

 ��� 	��

�( )

ij i jU H ( x , y )=
0

. 

• � ��xi { ,N }∈ +0 1 � yj { ,N }∈ +0 1 	��
 

 ���
�( )

ijU =0 . 

����� : �� ���	n , , ... , N= −0 1 1   

•  �� ����yj , , ... ,N=1 2. 

   ������  

( n ) ( n )
x ij y ij

k k
L U L U

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1

2
1 1

2 2

 

���� �	 xi { , ... ,N }∈ 1���� ��  ����� ���	

�� ��.  

   ���� ����!
( n )

ijU
+

=
1

2
0 

xi { ,N }∈ +0 1 �� yj { ,N }∈ +0 1 �	 

�� "�#$�. 

•  �� ����xi , , ... ,N=1 2 

   ������

( n )( n )
y ij y ij

k k
L U L U

++⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1

1 2
1 1

2 2

  �	

���� yj { , ... ,N }∈ 1�� ����� ���	���� ��  

��. 

  ��!� ���� �( n )
ijU + =1

0 % 

xi { ,N }∈ +0 1 �� yj { ,N }∈ +0 1 �	 

�� "�#$�.  

  

����� 
]&[            %'()� �(��	 %*+�(�� ��,! %-)�+� �	�/0 12,� %���	� ��)/� ""  ��������

 	
�� ����     ����� �� �� ������ �����"    	�),#� �,#4! 5	�6� %

7��8���9,� � �,9+��:�� ;  %*<,��)�� ���&=>=.  

 
[2] Black, F., Scholes M., "The Pricing of Options and 

Corporate Liabilities", Journal of Political Economy, 3, 
1973, pp. 637-654. 

 

[3] Cont, R., Tankov P., "Financial Modeling With Jump 
Processes", Chapman & Hall / CRC Press,2003. 

 
[4] Cont, R., Voltchkova, E., "Finite Difference Methods for 

Option Pricing in Jump-Diffusion and Exponential Levy 
Model" Rapport Interne 513, CMAP, Ecole 
Polytechnique, 2003. 

 
[5] Heath, D., Platen, E., Schweizer, M., "A Comparison of 

Two Quadratic Approaches to Hedging in Incomplete 
Markets", Mathematical finance, 11 (4), 2001, pp. 385-
413. 

 
[6] Heston, S., "A Closed-Form Solution for Options with 

Stochastic Volatility with Applications to Bond and 

Currency Option", Rev. Fin. Studies, 6, 1993, pp.327-
343. 

 
[7] Heston, S., "A Closed-Form Solution for Options with 

Stochastic Volatility with Applications to Bond and 
Currency Options", Review of Financial Studies, 6, 
1993, pp. 327–343. 

 
[8] Hull, J. and White, A., “The Pricing of Options on Assets 

with Stochastic Volatilities”, J. Finance 42, 1987, pp. 
281–300. 

 
[9] Marchuk, G., "Splitting and Alternating Direction 

Methods”, in Lions, J. and Ciarlet, P., eds., Handbook of 
Numerical Analysis, Vol. 1: Finite Difference Methods 
(Part 1), Elsevier science publishers, 1989, pp.197-462 

 
[10] Rogers, L. C.G., Williams, D., Diffusions, Markov 

Processes, Martingales, Vol. 2. Ito Calculus, Cambridge 
University Press: Cambridge, 2000. 

 
[11] Thomee, V., “Finite Difference Methods for Linear 

Parabolic Equation", in Lions, J. Ciarlet and P., eds., 
Handbook of numerical Analysis, Vol. 1: Finite 
Difference Methods (Part 1), Elsevier Science 
Publishers, 1989, pp. 5-196. 

 
[12] Stein, E., Stein J., “Stock Price Distributions with 

Stochastic Volatility: an Analytical Approach”, Rev. 
Fin. Studies. 4, 1991, pp. 727–752. 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ij

ie
pm

.iu
st

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

4-
06

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                               7 / 7

http://ijiepm.iust.ac.ir/article-1-280-fa.html
http://www.tcpdf.org

