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ABSTRACT 

 
 

In this article, we integrate production and maintenance to two stage 

lot sizing models with a central warehouse and a manufacturer by 

adding a new constraint in which the demand is depend on the 

average percent of product shortage. The central warehouse faces 

stochastic demand and is controlled by continuous review (R,Q) 

policy. Additionally, Warehouse ordering cost can be reduced 

through further investment. In manufacturer system, assembly line 

needs two types of raw materials before converting them in to the 

finished product. One of them requires preprocessing inside the 

facility before the assembly operation and the other comes directly 

from outside supplier in assembly line. To analyze, we formulate a 

nonlinear cost function to aggregate all the costs. For doing this, we 

use Branch and Bound and nonlinear optimization technique–

Generalized Reduced Gradient methods and compare the optimal 

value of these methods. The model is illustrated through numerical 

examples and sensitivity analyses on cost functions are presented. 
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سطحي با تقاضاي تعيين مقدار بهينه توليد در يک سيستم توليد دو 

 احتمالي
 

* پرويز فتاحي و آسيه ورياني
 

 

 چکيده:                          يکلمات کليد

در اين تحقيق يک مدل اندازه نمونه دو سطحي شامل يک توليدکننده و يک انبارمرکزي  

قرار با اضافه کردن محدوديت تاثيرپذيري تقاضا از متوسط درصد کمبود مورد بررسي  يکپارچه

باشد و هزينه  گرفته است. در اين مدل، انبارمرکزي با تقاضاي تصادفي مشتري روبرو مي

کارخانه داراي دو بخش مونتاژ و  .باشد گذاري قابل کاهش مي دهي انبار با سرمايه سفارش

د. مواد به دو صورت وارد بخش مونتاژ مي گردند؛ گونه اي از مواد تحت عنوان باش پردازش مي

مواد پردازش شده از واحد پردازش و برخي ديگر تحت عنوان مواد اوليه آماده، از بيرون 

گردند. در مرحله مونتاژ تحت فرايندهاي لازم، کالاي نهايي  کارخانه وارد مرحله مونتاژ مي

وکران و روش  ريزي غيرخطي، از دو روش شاخه رايه يک مدل برنامهتوليد مي شود. پس از ا

هاي  يافته براي حل مدل استفاده شده است.  سپس به کمک آزمايش گراديان کاهشي تعميم

 .گيرد. هاي پيشنهادي مورد ارزيابي قرار مي عددي کارايي روش

 
 1. مقدمه1

يک مدل موجودي کارا تحت استراتژي تهيه مواد اوليه و تحويل 

نمايد که از نگهداري موجودي  اي عمل مي گونه کالاي نهايي به

موقع  اضافي در سيکل توليد اجتناب شود و تقاضاي مشتريان به

هاي رياضي  منظور تامين مدل هاي اخير به برآورده گردد. در سال

ز محققان به مطالعه مسايل مربوط تر، بسياري ا کاربردي و واقعي

هاي  اند. مدل به کنترل موجودي در زنجيره تامين پرداخته

توان  موجودي خريدار و فروشنده در مديريت زنجيره تامين را مي

هاي موجودي توليد دو سطحي دانست که  حالت خاصي از مدل
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 در هماهنگيتحقيقات وسيعي در اين زمينه صورت گرفته است. 

 هاي موفق سيسستم عملکرد در را مهمي نقش مينتأ زنجيره

 در زنجيره هماهنگي گونه هيچ اگر کند. ايفا مي موجودي و توليد

 حداکثر براي خريدار و توليدکننده باشد، نداشته وجود تأمين

 مستقل صورت به خود هاي هزينه نمودن حداقل يا و کردن سود

 مقابل در تواند نمي گيري تصميم نوع اين نمايند؛ گيري مي تصميم

در پي اين واقعيت و  .باشد کل سيستم، بهينه به يکپارچه نگرش

برنده بين اعضاي زنجيره  -دست آوردن شرايط برنده به دنبال به

 وجود آمد. مفهوم اندازه سفارش اقتصادي توام به

براي اولين بار با فرض نرخ توليد نامحدود براي  ]1[گويال 

فروشنده، مدل اندازه نمونه اقتـصادي توام را با هدف کاهش 

هاي خريدار و فروشنده ارايه نموده است. )نرخ توليد  هزينه

عبارتي کالاها  نامحدود يعني فروشنده خود توليد کننده نيست، به

نيز با  [2بنرجي ] .(نمايد را از تامين کننده خارجي خريداري مي

فرض تقاضاي ثابت، نرخ توليد محدود و سياست بهر به بهر، 
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ي توام خريدار و فروشنده را با استفاده از مدل اندازه نمونه  هزينه

دهي،  هاي سفارش اقتصادي توام بيان نمود. اين هزينه شامل هزينه

هي د اندازي واحد توليد، هزينه خريدکالا و هزينه سفارش هزينه راه

چنين در مدل فوق، توليدات فروشنده در هر  بوده است. هم

 اندازي به تعداد نياز خريدار بوده است.  راه

 شرط او داد. را گسترش بنرجي توسط شده ارايه مدل [3گويال ]

برداشت و مقدار توليد اقتصادي  را سفارش اندازه به توليد

نظر فروشنده را مضرب صحيحي از مقدار تقاضاي خريدار در 

اندازي در  گرفت. او نشان داد، تفکيک کالاهاي توليدي يک راه

چندين حمل براي  تحويل به مشتري، هزينه کمتري خواهد 

براي مدل يک خريدار يک فروشنده، با فرض برابري  [4داشت. لو ]

ها، سياست حمل و توليد بهينه را ارايه نمود و روش  حجم دسته

يک فروشنده و چند خريدار  هيورستيک تکراري را، براي مساله

 توسعه داد.

[ با تعميم زمان تحويل متغير، مدل گويال  در سال 5پان و يانگ ]

ها در اين مدل، به زمان تحويل و هزينه  را توسعه دادند. آن 1811

[ مدل 6کل موردانتظار کمتري دست يافتند. ايانگ و همکاران ]

دهي  ه سفارشپان و يانگ را با فرض مجاز شمردن کمبود و نقط

 مجدد متغير، توسعه دادند. 

هاي ذکر شده، سيستم موجودي با فرض  در تمامي پژوهش

تقاضاي ثابت مورد بررسي قرارگرفته است. با متغير در نظر گرفتن 

  منظور کاهش هزينه پارامتر تقاضا در تعيين مقدار بهينه توليد به

ي توليد ها واقعيت حاکم بر سيستم تر و به  کل، مدل کاربردي

گردد، که سياست توليد  گردد. اين موضوع موجب مي تر مي نزديک

هاي توليد کششي نزديک شود. در اين مقاله با  به سمت سياست

گردد که شرايط يک سيستم  لحاظ کردن شرايط تقاضا، سعي مي

توليد کششي در آن رعايت گردد و به عبارت ديگر به ماهيت 

 شود.واقعي تقاضاي توجه بيشتري داده 

[ براي اولين بار، سياست مرور پيوسته موجودي 7هدلي و ويتين ]

ها فرمول دقيقي از متوسط هزينه  را مورد بحث قرار دادند. آن

موجودي براي سيستم موردنظر با تقاضاي پواسون و فاصله زماني 

 کنترل ديد[ با 1تحويل ثابت و مشخص ارايه دادند. ليو و شيو ]

دادند.  توسعه تقاضاي پواسون با مدلي تحويل، مدت بودن پذير

[ مدل ارايه شده توسط ليو و شيو در سال 8بندايا و عبدالرئوف ]

را با فرض تقاضاي نرمال توسعه دادند. در ادامه محققان  1881

[، لي و همکاران 11[، لي]11بسياري از جمله ايانگ و همکاران]

وسعه هاي کنترل موجودي با تقاضاي احتمالي را ت مدل [12]

 دادند.

يکي از رموز تجارت موفق در مديريت توليد مدرن، کاهش هزينه 

باشد. اين مساله اخيراً توجه بسياري از محققان را  دهي مي سفارش

[ براي اولين بار مفهوم 13به خود جلب کرده است. پرتيوس ]

دهي را مطرح نمود و چارچوبي براي  کاهش در هزينه سفارش

کاهش اين هزينه در مدل اندازه اقتصادي  منظور گذاري به سرمايه

سفارش توسعه داد. چارچوب پيشنهادي وي، مشوق بسياري از 

توان به کارهاي  محققان در بررسي اين هزينه شد. در ادامه مي

[ و لين 15[، ايانگ و چانگ ]14ارايه شده توسط کلر و نوري ]

دهي  ش[ را نام برد که از فرم لگاريتمي در کاهش هزينه سفار16]

هاي موجودي،  شمار در مدل با وجود تحقيقات بي استفاده نمودند.

در مطالعات چاپ شده به عوامل مهمي مانند؛ پردازش مواداوليه 

در کارخانه، انتساب ضريب تبديل به مواداوليه و موجودي کالاي 

در جريان ساخت پرداخته نشده است. اين مقاله به عوامل فوق 

 پردازد.  مي

[ به ارايه 17ين مقاله در ادامه کار سارکر و رحمان ]چنين ا هم

يک مدل سيستم سفارشات مستمر با فرض تقاضاي احتمالي و 

دهي انبار مرکزي  با استفاده از فرم  امکان کاهش هزينه سفارش

 لگاريتمي در يک سيستم يکپارچه دو سطحي متمرکز شده است.

ش دوم فرضيات ساختار مقاله به اين صورت بوده که ابتدا در بخ

مساله و نمادهاي مورد استفاده در آن ارايه شده  و بخش سوم به 

سازي پرداخته شده است. در بخش چهارم با  تعريف مساله و مدل

بخش  و شده حساسيت مدل انجام عددي، تحليل حل ازاستفاده 

 گيري اختصاص داده شده است.  پنجم نيز به نتيجه

 
 .  فرضيات و نمادها2

 نمادها .1-2

 پارامترها
 نرخ توليد توليدکننده در مرحله مونتاژ )واحد در سال(   

 نرخ توليد توليدکننده در مرحله پردازش )واحد در سال(   

نرخ متوسط تقاضاي کالاي نهايي توسط انبارمرکزي )واحد در    

 سال(

نرخ متوسط تقاضاي مواداوليه خام توسط توليدکننده )واحد    

 ل(در سا

نرخ متوسط تقاضاي مواداوليه آماده توسط توليدکننده )واحد    

 در سال(

نرخ متوسط تقاضاي کالاي نهايي توسط توليدکننده )واحد    

 در سال(

 ضريب تبديل مواداوليه خام به مواداوليه پردازش شده   

 ضريب تبديل مواداوليه آماده به کالاي نهايي   

 اوليه پردازش شده به کالاي نهاييضريب تبديل مواد   

ازاي هر واحد در هر واحد  هزينه نگهداري مواداوليه خام )به   

 زماني(
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ازاي هر واحد در هر واحد  هزينه نگهداري مواداوليه آماده )به   

 زماني(

ازاي  هزينه نگهداري مواد پردازش شده در بخش پردازش )به   

 هر واحد در هر واحد زماني(

ازاي هر واحد در هر واحد  هزينه نگهداري کالاي نهايي )به   

 زماني(

ازاي هر واحد در هر  هزينه نگهداري کالا در انبارمرکزي )به   

 واحد زماني(

ازاي  شده در بخش مونتاژ )به هزينه نگهداري کالاي پردازش   

 هر واحد در هر واحد زماني(

ازاي هر  دهي مواداوليه آماده )واحد پولي به هزينه سفارش   

 سفارش(

ازاي هر  دهي مواداوليه خام )واحد پولي به هزينه سفارش   

 سفارش(

 ازاي هر بار حمل( هزينه حمل مواداوليه خام )واحدپولي به   

 ازاي هر بار حمل( هزينه حمل مواداوليه آماده )واحدپولي به   

ازاي هر بار  شده )واحدپولي به حمل مواداوليه پردازش هزينه   

 حمل(

ازاي هربار  اندازي در بخش مونتاژ )واحد پولي به هزينه راه   

 اندازي توليد( راه

ازاي هربار  اندازي در بخش پردازش )واحد پولي به هزينه راه   

 اندازي توليد( راه

ازاي هربار  به دهي اوليه انبار )واحد پولي هزينه سفارش   

 دهي( سفارش

𝜋 ازاي هر واحد سفارش عقب  هزينه کمبود انبار )واحد پولي به

 مانده( 

 زمان چرخه محصول نهايي در بخش مونتاژ  

 زمان چرخه مواد اوليه پردازشي در بخش پردازش   

 زمان يک چرخه توليدي در بخش پردازش   

رسيدن به هزينه  گذاري انبار مرکزي براي ميزان سرمايه      

  دهي  سفارش

 کمبود موردانتظار در پايان سيکل     

θ گذاري در واحد زمان هزينه فرصت نسبي سرمايه 

δ  ازاي يک دلار افزايش در ميزان  ، به درصد کاهش

     گذاري  سرمايه

 طول زمان انتظار  

تقاضا در فاصله زماني تحويل که، داراي توزيع نامشخص با   

انحراف  σباشد.  مي  √𝜎و انحراف استاندارد    ميانگين 

 استاندارد از تقاضا در واحد زمان است.

 

 متغيرها

 دهي مجدد انبارمرکزي نقطه سفارش  

هاي توليدي حمل شده به انبارمرکزي در هر  تعداد محموله  

 سفارش )عدد صحيح(

هاي مواد خام حمل شده به بخش پردازش در  تعداد محموله   

 هر سفارش )عدد صحيح(

هاي مواد آماده حمل شده به بخش مونتاژ در  تعداد محموله   

 سفارش )عدد صحيح( هر

شي حمل شده به بخش مونتاژ هاي مواد پرداز تعداد محموله   

 در هر سفارش )عدد صحيح(

 دهي انبار مرکزي به توليدکننده )کارخانه( مقدار سفارش  

 دهي بخش مونتاژ به بخش پردازش مقدار سفارش   

دهي بخش پردازش براي مواد اوليه خام به  مقدار سفارش   

 تامين کننده خارجي

دهي بخش مونتاژ براي مواد اوليه آماده به  مقدار سفارش   

 تامين کننده خارجي

 اندازي مقدار کل مواداوليه خام حمل شده در هر راه   

 اندازي  مقدار کل مواداوليه آماده حمل شده در هر راه   

 اندازي شده حمل شده در هر راه مقدار کل مواداوليه پردازش   

 اندازي لاي نهايي حمل شده در هر راهمقدار کل کا   

ازاي هربار  دهي خريدار )واحد پولي به هزينه سفارش  

 دهي( سفارش

 
 فرضيات .2-2
در اين مدل سيستم يکپارچه دوسطحي براي يک کالا مورد  (1

 گيرد. بررسي قرار مي

از انبار مرکزي،   اي به حجم  با سفارش اندازه انباشته (2

واحد از اين     ندازي،  ا بخش مونتاژ کارخانه در يک راه

حمل به   نمايد سپس، در  انباشته را با نرخ ثابت توليد مي

 کند.   به انبار ارسال مي  حجم 

ي دريافت مواداوليه خام و مواد پردازش شده موردنياز  نحوه (3

ماده موردنياز ي آ  چنين، مواداوليه در بخش مونتاژ و  هم

حمل    ترتيب در  ، به2بخش پردازش مشابه فرض شماره 

حمل به حجم    و    حمل به حجم    ،   به حجم 

 گيرد. صورت مي   

صورت پيوسته مورد بررسي قرار  موجودي انبارمرکزي به (4

دهي  گيرد. هرگاه موجودي در دسترس به سطح سفارش مي

 گيرد. مجدد رسيد، سفارش صورت مي

دهي مجدد برابر است با، تقاضاي موردانتظار  نقطه سفارش (5

باشد.  علاوه ذخيره احتياطي مي در فاصله زماني تحويل به
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ذخيره احتياطي برابر است با: ضريب اطمينان ضربدر انحراف 

      معيار تقاضا در فاصله زماني تحويل. يعني؛ 

 𝜎√   ،باشد. ضريب اطمينان مي  که 

 باشد. زماني تحويل معين و ثابت ميفاصله  (6

طور کامل به تقاضاي  باشد و کمبود به کمبود مجاز مي (7

 شود. افتاده تبديل مي عقب

بين مراحل مختلف زنجيره ثابت، متفاوت و   هزينه حمل (1

 باشد. دهي مي مستقل از مقدار سفارش

 

 سازيف مساله و مدليتعر. 3
ي توليدي تحت در تعيين ميزان سفارش اقتصادي براي سيستم

شرايط مجاز بودن کمبود موجودي و تقاضاي احتمالي، مساله به 

 اين صورت تعريف مي گردد:

چه در زنجيره تامين، يک مونتاژ کننده )مرحله مونتاژ( و  چنان

تامين کننده قطعات و مواد موردنياز بخش مونتاژ )مرحله پيش 

پردازش( را، به صورت يک سيستم واحد در نظر بگيريم، مواد 

اوليه به دو صورت وارد مرحله مونتاژ مي گردد؛ گونه اي از مواد 

پردازش کارخانه شده  ، وارد قسمت تحت عنوان مواد اوليه نامحدود

يابند. سپس  و بعد از پردازش، به کالاي پردازش شده تغيير مي

گردند.  اين کالاهاي پردازش شده، آماده ورود به مرحله مونتاژ مي

برخي ديگر از مواد، تحت عنوان مواد اوليه آماده، از ابتدا وارد 

 شوند.  مرحله مونتاژ مي

در مرحله مونتاژ، تحت فرايندهاي لازم، کالاي نهايي توليد مي 

شود. در نهايت کالاي توليدي در فواصل ثابت زماني به انبار 

مرکزي عرضه مي گردد. انبار مرکزي که خود با تقاضاي تصادفي 

)داراي توزيع نامشخص اما ميانگين و واريانس معلوم( مشتري 

دهد. توليدکننده  به کارخانه مي   اندازهروبرو است، سفارشي به 

هاي سنگين ناشي از تنظيم  )کارخانه( براي جلوگيري از هزينه

اندازي توليد به ازاي هر بار سفارش انبار، مضرب  تجهيزات و راه

 نمايد. ( از اين سفارش را توليد مي صحيحي )

براي پاسخگويي به نياز انبارمرکزي، بايد نرخ توليد کارخانه بيشتر 

(. توليد کننده به محض توليد     رخ تقاضا باشد، يعني؛ )از ن

، اولين محموله را به انبارمرکزي تحويل  ي  اي به اندازه محموله

دهد. با توجه به ساختار زنجيره توليدي مورد نظر، اندازه توليد  مي

در هر بخش وابسته به شرايط توليد در بخش بعدي خود مي 

 باشد. 

قيق، اندازه توليد در مراحل مختلف سيستم بر بنابراين در اين تح

گردد. يکي از فاکتورهاي  اساس تقاضاي کالاي نهايي تعيين مي

موثر، تقاضاي وارد شده به سيستم مي باشد که احتمالي در نظر 

ي توليد سيستم مورد نظر را  ( چرخه1گرفته شده است. شکل )

 دهد. نشان مي

 
 الگوي يک چرخه توليدي 1شکل .

 

نيمم سازي هزينه کل سيستم يکپارچه دو  اين مقاله، هدف ميدر 

دست آوردن مقدار بهينه  سطحي با تقاضاي احتمالي و به

اندازي توليد، مقدار  دهي، مقدار بهينه توليد در هر راه سفارش

باشد.  ها مي دهي و ميزان بهينه تعداد حمل بهينه هزينه سفارش

تابع هدف پرداخته شده  سازي مساله، ابتدا به ساختن براي مدل

هاي انبارمرکزي و کارخانه  است. تابع هدف، از مجموع هزينه

 آيد. دست مي )توليدکننده( در طول يک سال به

 

 هزينه کل موردانتظار توليدکننده در طول سال .3-1

هزينه کل موردانتظار توليدکننده از مجموع هزينه در دو بخش 

 گردد. مونتاژ و پردازش کارخانه محاسبه مي

 

 هزينه کل مورد انتظار در مرحله پردازش .3-1-1
ازاي سفارش  بيان شد، مرحله پردازش به 3طور که در فرض  همان

را شروع      ، توليد به ميزان   مرحله مونتاژ به ميزان 

پردازش براي توليد اين حجم از مواد پردازش  نمايد. مرحله  مي

کننده  مقدار از مواد اوليه خام از تامين   ، نيازمند دريافت ه شد

کننده خارجي اين حجم از مواد اوليه را،  باشد. تامين خارجي مي

دهد.  در    پردازش تحويل مي به مرحله    حمل به حجم    در 

از مرحله    حمل به حجم    نهايت کالاهاي پردازش شده در 

جا که مرحله  آنگردند. . از  پردازش به مرحله مونتاژ حمل مي

توليدي به حجم  هاي باشد، محموله مي   مونتاژ داراي تقاضاي 

در فواصل زماني    
  

  
به مرحله مونتاژ ارسال      

ردند. به اين ترتيب زمان مورد انتظار در يک سيکل توليدي گ مي

باشد. اولين گام در محاسبه  مي       در مرحله پردازش 

تعيين هزينه مواداوليه خام و هزينه  هزينه در مرحله پردازش،

باشد. در محاسبه هزينه مواداوليه خام،  کالاي در حال ساخت مي

 پردازش شده نيازمند کالاي يک واحد از ،يعني    ضريب تبديل

. بنابراين رابطه مواد اوليه خام مي باشد خامازمواد اوليه  واحد   

    و کالاي پردازش شده برابر است با:
  

  
 
  

  
. شکل  
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( نمايشي از نمودار موجودي بر حسب زمان توليدکننده در 2)

 باشد. مرحله پردازش مي

حمل از مواداوليه خام به مرحله پردازش، متوسط موجودي    در 

      نگهداري شده در هر سيکل زماني برابر است با:

(
  

 
)(
  

  
بنابراين هزينه نگهداري موجودي در سال عبارت . (

) است از: 
 

 
)(
  

  
)(
  

  
چنين با توجه به هزينه هر  هم.   (

دهي و  سفارش هاي ، هزينه  و هزينه هر حمل    دهي  سفارش

ترتيب،  حمل مواداوليه خام در  طول سال به
    

  
و  

    

  
 

خواهد بود. در نتيجه هزينه ساليانه مورد انتظار مواداوليه خام برابر 

 است با:

 

 )الف(

 
 )ب(

 [17. الگوي موجودي در بخش پردازش ]2شکل 

 

    (
  

  
)            (

  

   
)(
  

  
)         (1)     

 

حال به محاسبه هزينه کالاي در حال ساخت که شامل هزينه 

شود.  باشد، پرداخته مي اندازي و هزينه نگهداري موجودي مي راه

هزينه نگهداري موجودي در واحد زمان براي کالاي در حال 

آيد. يعني  در متوسط موجودي بدست مي   ساخت، از ضرب 

ب( محاسبه گردد. بنابراين -2بايد مساحت زير منحني در شکل )

  هزينه نگهداري اين موجودي در سال 

 
(  

 

  
 
  

  
 )   

هزينه راه اندازي  در مرحله پيش پردازش جا که  خواهد بود. از آن

خواهد            اندازي ساليانه نيز،  باشد، هزينه راه مي   

بود. بنابراين هزينه کل موردانتظار کالاي در حال ساخت برابر 

 است با: 

    
  

 
(  

 

  
 
  

  
 )   

  

  
                     (2)  

 

مرحله پردازش در يک سيکل زماني عبارت است  در نتيجه، هزينه

 از:

 
                    

                        (
  

  
)            

 

 

  

  

  

  
    

                          
  

 
(  

 

  
 
  

  
)   

  

  
         (3)  

 

 هزينه کل مورد انتظار در مرحله مونتاژ .3-1-2
ميزان  ازاي دريافت سفارشي به مرحله مونتاژ به، 2با توجه به فرض 

از اين کالا را     توليداز محصول نهايي توسط انبارمرکزي،   

مرحله مونتاژ براي توليد اين حجم از کالا، نيازمند  نمايد. آغاز مي

واحد از         واحد از مواد پردازش شده و         

 باشد.  قطعات آماده مي

از کالاي    نهايي )مرحله مونتاژ( اولين محموله  توليدکننده کالاي

دارد و به  محض توليد به انبار ارسال مي را، به  نهايي به حجم 

رساند. سپس روند  اين ترتيب ميزان موجودي خود را به صفر مي

در فواصل زماني ارسال کالا 
 

  
تا به پايان رسيدن موجودي   

يابد. بدين ترتيب يک سيکل  ( ادامه مي مرحله مونتاژ )زمان 

 رسد. پايان مي توليدي به 

تعيين  بهبراي محاسبه هزينه کل موردانتظار در مرحله مونتاژ، 

مواداوليه آماده، مواد پردازش شده و محصول نهايي  هاي هزينه

( نمايشي از نمودار موجودي بر 3شود. شکل ) توليدي پرداخته مي

 باشد. حسب زمان در مرحله مونتاژ مي

براي محاسبه متوسط موجودي در واحد زمان مواداوليه آماده بايد 

الف( محاسبه گردد. متوسط -3مساحت زير منحني شکل )

)       بر است با: موجودي برا
  

 
 )(
  

 
بنابراين هزينه  (

 نگهداري آن برابر است با: 

 

  

  

  

 
   مواد اوليه آماده در .    

حمل به حجم 
  

   
و در فواصل زماني     = 

  

  
درطول عمليات   

محصول  يعني يک واحد از،    ضريب تبديلمونتاژ وارد مي شود. 

بنابراين رابطه  مواداوليه آماده مي باشد. واحد از    نيازمندنهايي 

   صورت  مواداوليه آماده و محصول نهايي به 
  

  
 
  

  
 

  چنين تعداد کل سفارشات در سال همباشد.  مي

   
خواهد بود.  

و     سفارش هر واحد از اين مواد، بنابراين با توجه به هزينه 

دهي و حمل در  هاي سفارش ، هزينه  هزينه حمل هر واحد 

     ترتيب برابر با هطول سال ب

  
    و  

  
باشد. بنابراين هزينه  مي 

صورت زير محاسبه  کل مواداوليه آماده در مرحله مونتاژ به

 گردد: مي
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 )الف(

)ب(     

 

 )ج(

کارخانه )توليد الگوي موجودي در بخش مونتاژ  3شکل 

 کننده(
 

     (
  

   
)            (

  

  
)(
  

  
)           (4)  

 

هاي حمل و  هزينه موردانتظار مواد پردازش شده از مجموع هزينه

جا که  گردد. از آن هزينه نگهداري موجودي اين مواد حاصل مي

هاي اين مواد در سال  تعداد کل حمل
  

   
   و هزينه هر حمل  

ونقل در سال برابر  باشد. بنابراين هزينه حمل مي
    

  
باشد.  مي 

ب( متوسط -3هاي قبل و با توجه به شکل ) مشابه قسمت

موجودي مورد انتظار مواد اوليه پردازش شده در يک سيکل برابر 

)      است با: 
  

 
)(
  

 
و هزينه نگهداري آن در طول سال  (
 

 

  

  

  

 
هزينه مورد انتظار مواداوليه خواهد بود. در نتيجه    

 پردازش شده عبارت است از:

 

     ( 
  

   
)       (

 

 
)(
  

 
)(
  

  
)                  (5)  

هاي مربوط به محصول نهايي  ي محاسبه هزينه نحوه در ادامه

اندازي و  ي راه گردد. اين هزينه مجموع دو هزينه تشريح مي

ج(، متوسط موجودي -3باشد. با توجه به شکل ) نگهداري مي

کالاي نهايي، از تفاضل موجودي تجمعي واحد مونتاژ )توليد 

 انبار(، خالص( و موجودي تجمعي واحد انبار )کالاي حمل شده به

آيد. براي تعيين  دست مي تقسيم بر مدت زمان سيکل توليد به

ميزان موجودي تجمعي کالاي توليدي، ابتدا مساحت ذوزنقه 

گردد. بنابراين متوسط  ج( محاسبه مي -3مفروض در شکل )

             ي نهايي در هر سيکل برابر است با:موجودي کالا

      
 

 
( (  

 

 
)   

  

 
هزينه نتيجه  . در(

نگهداري کالاي نهايي در بخش مونتاژ عبارت است از: 
 

 
( (  

 

 
)   

  

 
اندازي  هزينه راه براي محاسبه.    (

اندازي سيستم توليدي در سال  ه تعداد کل دفعات را با توجه به 
  

  
مقدار اين هزينه در  ،  اندازي سيستم و هزينه هر بار راه  

    مرحله مونتاژ برابر است با:  

  
رو هزينه مربوط به  از اين.  

   آيد: دست مي صورت زير به کالاي توليدي در واحد مونتاژ به

 

     (
  

  
)   

 

 
( (  

 

 
)   

  

 
)         (6)  

 

طور که گفته شد، هزينه مرحله مونتاژ از مجموع هزينه  همان

(، هزينه مواداوليه پردازش شده )فرمول 2مواداوليه آماده )فرمول 

دست  ( در يک سيکل زماني به4( و هزينه کالاي نهايي )فرمول 3

 آيد، در نتيجه: مي

 
                               
                                    

  ( 
  
  
 )( 
  
  
 )    

 ( 
  
   
 )        

                                (
  

  
)   

 

 
( (  

  

 
)   

   

 
)       

                ( 
  

   
 )                ( 

  

  
 )( 

  

  
 )     (7  )  

 

چه از قبل مطرح شد، هزينه موردانتظار توليد کننده از  ن بنا بر آ

( و بخش مونتاژ در 5) ترکيب هزينه بخش پردازش در فرمول

  گردد. يعني: ( حاصل مي7فرمول )
 

                            
                                             (

  

  
)            
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(  

 

  
 
  

  
)   ( 

  

  
 )( 

  

  
 )     

                     ( 
  

   
 )                 

( 
  

  
 )( 

  

  
 )     

                         (
  

  
)   

 

 
( (  

 

 
)   

  

 
)    

            
  

  
   ( 

  

   
 )                                     (1)  

 
 هزينه کل موردانتظار انبارمرکزي در طول سال .3-2

 هزينه موردانتظار انبارمرکزي در يک سيکل توليدي شامل

دهي،  سفارش  دهي، هزينه سفارش هزينه کاهش به مربوط هزينـه

موجودي، هزينه مواجهه با کمبود و هزينه حمل و  نگهداري هزينه

( پيداست، انبارمرکزي با 4طور که از شکل ) همانباشد.  نقل مي

باشد. انبارمرکزي توسط سياست مرور  تقـاضاي تصـادفي روبرو مي

محض  رو، به نمايد. از اين پيوسته موجودي خود را کنترل مي

صادر   ي  ، سفارش به اندازه رسيدن موجودي به سطح 

موجودي (، انبار  گردد. پس از گذشت مدت زمان انتظار ) مي

دارد. در مدت زمان  ارسالي از سوي مرحله مونتاژ را دريافت مي

انتظار، تقاضايي که انبارمرکزي با آن مواجه است، داراي توزيع 

باشد. بنابراين سطح موجودي قبل و بعد از دريافت  احتمالي مي

 در نتيجهباشد.  مي        و       ترتيب  سفارش به

          ر در يک سيکل توليد، متوسط موجودي انبا

    داراي ميانگين    خواهد شد. در عين حال، تقاضا در دوره 

. در نهايت  √𝜎       پس:  باشد مي 𝜎  و انحراف معيار 

گردد.  ساده مي  √𝜎     مقدار  به متوسط موجودي انبار 

    )بنابراين، هزينه نگهداري خريدار برابر است با: 

 𝜎√ )   . هرگاه مقدار مصرف در فاصله زماني تحويل بيش از

، بديهي       باشد  مقدار موجودي در لحظه صدور سفارش

شود. از  است هنگام رسيدن سفارش، انبار با کمبود مواجه مي

باشد، در  مي 𝜋ده جا که هزينه هر واحد سفارش عقب افتا آن

نتيجه هزينه موردانتظار کمبود در هر واحد زماني برابر است با: 

 
         

 

 
. 

 

 
 . الگوي موجودي در انبار مرکزي4شکل 

اندازه  باشد و هر بار به مي   جا که تقاضاي ساليانه انبار  از آن

دارد بنابراين، تعداد کل دفعات سفارش  موجودي دريافت مي  

آن در سال 
  

 
خواهد بود. در نتيجه، با توجه به هزينه هر  

، جمعاً    يعني   بارسفارش
    

 
دهي  ي سفارش هزينه  

پردازد. با توجه به استقلال هزينه حمل کالاي نهايي از مقدار  مي

ونقل  (، هزينه حمل  ين هزينه )دهي آن و ثابت بودن ا سفارش

درطول يک سال برابر با 
    

 
 باشد.  مي  

گذاري از  ، با سرمايه  دهي  در اين مقاله هزينه اوليه سفارش

گذاري  باشد. تاثير ميزان سرمايه پذير مي سوي خريدار کاهش

صورت تابع  دهي انبار، به (، بر کاهش هزينه سفارش    )

 منظور به لازم هزينه در نتيجه کلباشد،  مي   لگاريتمي از 

      خريدار برابر با  دهي سفارش هزينه کاهش
 

 
  (

  

 
) 

 سيکل يک در انبار مرکزي انتظار مورد نتيجه، هزينهگردد. در  مي

 :عبارت است از توليدي

 

            
 

 
  (

  

 
) 

   

 
  

                              (
 

 
  𝜎√ )   

         
 

 
   (8)  

 

، بايد تقاضاي مشتري در طول   مقدار کالاي توليدي در دوره 

    را تامين نمايد. يعني:    سيکل زماني 
  

  
طور که  . همان

گفته شد، هزينه توام از مجموع هزينه انبار مرکزي در            

آيد. با  مي دست  ( به6( و هزينه توليدکننده در فرمول )7فرمول )

   هاي  مجموع اين دو هزينه و قرار دادن تساوي
  

  
 ،

   
  

  
  و             ،

  
 
  

  
 
  

  
 
  

  
 
  

  
در   

 گردد: معادله مربوط به تابع هدف مقدار زير حاصل مي

 
                        

                             
 

  
                

 

 
     

                                   (
 

  
 
 

  
 
 

  
  ) 

 
 

 
  (

  

 
)  

                 
  

 
   𝜋           ( 𝜎√ )   (11)  

 

 :که در آن
 

                                ,  D=       

E=
    

     
   

  ,   
    

     
 ,         (

   

  
  ) 

  
 

   
(
    

  
   )                  

  
 

 
{(  

  

  
)   

 

  
(  

  

    
)  }        
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 1شماره  -24جلد  -1382خــرداد   نشريه بين المللي مهندسي صنايع و مديريت توليد،

داراي توزيع      در اين مدل، تقاضا در فاصله زماني تحويل

   𝜎و واريانس     با ميانگين  Ωاحتمالي نامشخص از کلاس 

 ، باشد. با توجه به نامعلوم بودن توزيع احتمال  معلوم مي
مقدور  ،        دستيابي به مقدار دقيق مقدار کمبود، 

 باشد.  نمي

بنابراين مطلوب است تابع هزينه کل در برابر بدترين حالت ممکن 

رو، با استفاده از روش توزيع  نيمم شود. از اين مي Ω در کلاس 

 Ω از کلاس   توزيع تجمعي  ترين تابع آزاد مينيماکس نامطلوب

يافته و سپس تابع هزينه کل                    براي هر 

نيمم  مي                   موردانتظار نسبت به 

صورت زير حل  گردد. در نتيجه، مساله مورد بررسي بايد به مي

 گردد:

 

                                            (11)  

 

نامساوي زير       ، براي هر[11]طبق نامساوي گالگو و مون 

 برقرار است:

 

        
 

 
𝜎√ (√      )           (12)          

 

 

است. بنابراين، با          √،  واضح است براي هر 

چنين متغير در  ( و هم11( و مدل )12استفاده از نامعادله )

 گردد: صورت زير حاصل مي ( به11، مدل ) نظرگرفتن 

 
                             
                                   

 

  
                 

                                     (
 

  
 
 

  
 
 

  
  ) 

 
 

 
  (

  

 
)  

                                 
  

 
(  

 

 
𝜋𝜎√ (√      ))  

                                   ( 𝜎√ ) 
 

 
                  (13)  

 
        to:                           

                                   

 
 که در آن:

 

                                  D=          

E=
    

     
   

     
    

     
       

 

   
(
    

  
   )    

                       (
   

  
  ) 

  
 

 
{(  

  

  
)   

 

  
(  

  

    
)  }        

 ي بهينه مقدار تعيين هدف مساله غيرخطي مورد بررسي، در

 بهينه تعداد و دهي ي هزينه سفارش بهينه دهي، مقدار سفارش

 انتظار هزينه مورد که، اي نه گو به باشد مي توليدي هاي محموله

نيمم  هاي حاکم بر مساله مي توام با در نظر گرفتن محدوديت

شود. براي حل مدل، ابتدا رفتار تابع با استفاده از تابع هسيان 

 گردد.  مشخص مي

 باشد. مدل مورد بررسي در اين مقاله داراي رفتار نامشخص مي

رو، در  اين شود. از بنابراين کلي بودن جواب  بهينه تائيد نمي

در اين  باشد. مساله مورد بررسي، مشکل يافتن جواب بهينه مي

نيمم سازي تابع هزينه از دو روش گراديان  تحقيق براي مي

 گردد. و کران  استفاده مي  يافته و روش شاخه کاهشي تعميم

 

 سازي و حل عددي هاي بهينه . الگوريتم4
 1وکران روش شاخه .4-1

غيرهدفمند ولي هوشمند است. در اين روش اين روش يک روش 

شود بلکه، بر اساس  ها در فضاي حالت بررسي نمي تمامي جواب

هاي  شود از بررسي جواب شرطي که در مساله قرار داده مي

گردد. اين شروط بسته به مساله متفاوت  نظر مي نشدني صرف

باشند. در مساله مورد بررسي، اين شرط شامل صحيح بودن  مي

اين روش،  باشد. براي حل به مي  متغيرها جز متغير ي همه

افزار، ابتدا  افزار لينگو مورد استفاده قرار گرفته است. اين نرم نرم

نمايد. اگر  ي متغيرها حل مي مساله را با فرض پيوسته بودن همه

گردد  هاي حاصل از حل صحيح باشد، فرايند حل متوقف مي جواب

صورت اگر متغيري غيرصحيح  ينباشد. در غيرا و حل بهينه مي

اي که اين حدود  گونه باشد، يک حد بالا و پايين صحيح )به

ترين اعداد صحيح به عدد غير صحيح مورد نظر باشند.(  نزديک

نمايد. اگر  دهد و مساله را با اين حدود حل مي براي متغير قرار مي

يابد. در غير  ي متغيرها صحيح شوند، حل خاتمه مي همه

رت، در جهت کران با کمترين مقدار تابع هدف شاخه صو اين 

نمايد. اين روند تا  زند و کران ديگر را از فرايند حل حذف مي مي

تحقيق علاوه بر   يابد. در اين متغيرها ادامه مي ي  شدن همه صحيح

سازي  بهينه  ي استفاده از روش و کران، به واسطه الگوريتم شاخه

سازي تابع  نيمم کاهشي، سعي درمييافته  غيرخطي گراديان تعميم

افزار اکسل مورد  کل، شده است. براي حل به اين روش نرم  هزينه

 استفاده قرار گرفته است.
 

                       2يافته روش گراديان کاهشي تعميم .4-2
و               بردار  گيري، تصميم متغير روش در اين

 هرکدام يا و هدف تابع باشند. مي           قيود نيز توابع 

                                                 
1
 Branch and Bound Method 

2
 Generalized Reduced Gradient Method 
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چنين، امکان  باشند. هم خطي غير توانند مي توابع قيدي از

 قيدي هيچ که درصورتي ها وجود دارد. نامعين بودن محدوده

 است. نامقيد سازي بهينه مسئله يک مذکور مسئله موجود نباشد،

قيد  عنوان به متغيرها براي پايين و بالا حدود که داشت بايد توجه

 مذکور اعمال برنامه به مجزا صورت به بلکه کنند نمي عمل اضافي

  .شوند مي

 اول مرتبه جزئي مشتق يافته، از  روش گراديان کاهشي تعميم

 با که کند، مي استفاده   نسبت به متغيرهاي     از توابع  هرکدام

 محاسبه مرکزي تفاضل يا و پيشرو محدود تقريب تفاضل

 ساز، ي شبيه اوليه مقادير ازاء به برنامه اندازي راه از پس. گردند مي

 شود.  مي عمل برنامه وارد

قيدهاي  تمامي ساز، توسط شبيه آمده فراهم مقادير که صورتي در

 اين در که گردد مي آغاز سازي بهينه اول گام نکند ارضاء را    

 علاوه به قيود از انحراف جمع با حاصل برابر ما، هدف تابع وضعيت،

 که پيغامي با سازي بهينه اين باشد. مي هدف مسئله تابع از کسري

يابد.  مي خاتمه است مسئله حل بودن يا غيرعملي عملي بيانگر

 ي واسطه به غيرعملي پاسخ موارد، برخي در توجه داشت بايد

 اعمال با باشد که محلي مي هاي حداقل در شدن برنامه محدود

 گام است. در اصلاح قابل مجدد اجراي و مقدار اوليه در تغيير

 نهايي گزارش و پذيرد مي انجام سازي بهينه چرخه کامل بعدي

منظور ارزيابي و  آزمايشي به 1نمونه مسائل .[18آيد ] مي دست به

صورت  هاي مختلف و به هاي پيشنهادي در اندازه اثربخشي الگوريتم

 اند. تصادفي توليد شده

دست آمده از هر  هاي به فوق، جواب  وشبراي ارزيابي کارايي دو ر

   ي گيرد. قابل ذکر است نحوه با يکديگر مورد مقايسه قرار مي  روش

[ الگو برداري شده 17توليد اين مسائل از مقاله رحمان و سارکر ]

( مشخصات نمونه مسائل آزمايشي را نشان 1است. جدول )

عداد شود، ت ( مشاهده مي1طور که در جدول ) دهد. همان مي

مساله توليد شده است. اين جدول مشخصات مسائل آزمايشي 11

 دهد. توليدي را نشان مي

وکران  نتايج حاصل از حل نمونه مسائل آزمايشي با روش شاخه

يافته و الگوريتم انجماد تدريجي در جدول  ،گراديان کاهشي تعميم

هاي دوم تا چهارم متعلق به نتايج حل  ( ارايه شده است. ستون2)

ها  باشد. اين ستون يافته مي ه روش گراديان کاهشي تعميمب

مرتبه  11دست آمده در  ترتيب شامل بهترين تابع هدف به به

 11دست آمده در اين  اجراي اين روش، ميانگين توابع هدف به

دهد و  مرتبه تکرار و انحراف معيار اين توابع هدف را نشان مي

در حل به روش  دهنده مقدار بهينه هدف ستون پنجم نشان

 باشد.      وکران مي شاخه

                                                 
1 Test problem 

 . مقادير پارامترها براي مسائل آزمايشي1جدول 
پارامتر  نمونه مسائل آزمايشي

 1 2 3 4 7 ها

4711 4311 3811 3511 3111    

5311 5111 4511 4111 3711    

4811 4511 4111 3711 3411    

81 11 71 61 51    

81 15 75 65 55    

85 15 11 71 57    

211 181 111 165 121    

111 117 113 111 81    

111 116 113 111 111    

15 11 75 71 51    

11 75 71 65 51    

47 44 41 31 28    

45 41 31 35 34    

38 35 33 31 31    

37 35 33 31 31    

41 44 41 36 34    

43 41 44 31 36    

5 5 4 4 3 𝜎 

11 8 1 1 7   

1777 1775 1773 1764 1758    

1767 1765 1763 1754 1753    

1718 1715 1715 1714 1778    

175 1735 1755 176 172   

171111 1711115 1711112 1711116 1711117   

12111 6111 5111 5511 5311    

12711 6711 6511 6311 6111    

12311 6311 6111 5111 5611    

325 125 115 115 85    

211 131 121 111 111    

211 131 125 115 115    

411 251 235 221 211    

187 127 125 121 115    

161 131 121 125 121    

115 111 115 111 85    

111 115 111 85 81    

111 65 58 56 53    

111 65 62 51 55    

111 51 53 51 45    

87 53 48 46 41    

121 67 65 63 57    

121 73 68 61 55    

5 6 6 4 5 𝜎 

17 16 16 11 11   

1718 1715 1758 1771 1775    

1713 1775 175 1761 177    

1783 1783 1715 1714 1714    

1718 1745 1755 1721 1725   

17
11

11
12

1
 

17
11

11
7

 

17
11

11
 17

11
11

4
 17

11
11

35
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 1شماره  -24جلد  -1382خــرداد   نشريه بين المللي مهندسي صنايع و مديريت توليد،

در ادامه پس از ارايه نتايج حل، مقدار بهينه هر يک از متغيرها در 

هاي اين جدول به  ( ارايه شده است. هر يک از ستون3جدول )

دهنده مقدار بهينه هر يک از متغيرها به روش  ترتيب نشان

)بر اساس بهترين مقدار هدف( و  يافته گراديان کاهشي تعميم

وکران )بر اساس مقدار بهينه تابع هدف در اين روش(  روش شاخه

 باشد. مي

وکران و روش گراديان  مقايسه بين نتايج حاصل از روش شاخه

( ارايه شده است. با توجه به شکل 5يافته در شکل ) کاهشي تعميم

ه از روش دست آمد هاي به ( براي اکثر مسائل، بهترين جواب5)

وکران  هاي روش شاخه يافته بر جواب گراديان کاهش تعميم

نمايد.  وکران جواب بهتري ارايه مي باشد و روش شاخه نميمنطبق 

وکران  بنابراين اين روش از کارايي کمتري نسبت به روش شاخه

 برخوردار است. 

دهنده کارايي و اثربخشي  هاي عددي نشان در نتيجه نتايج آزمايش

وکران نسبت به روش گراديان کاهشي  روش شاخهبيشتر 

 يافته بوده است. تعميم

 
 نتايج حل براي مسائل آزمايشي 2جدول.

شماره 

 مساله

بهترين        

تابع هدف 
(GRG) 

ميانگين      

توابع هدف 
(GRG) 

انحراف معيار 

توابع هدف 
(GRG) 

تابع هدف 
(B&B) 

1 2581678 2581678 1713 2581678 

2 31713723 31713723 1 3171371 

3 36241781 36242713 7726 3623873 

4 41475722 41411756 6754 4147478 

5 4481774 4481774 1 4481774 

6 53254715 53213716 51721 5325473 

7 58881776 58881736 4781 58811 

1 67613715 61172724 1111743 6758876 

8 61434732 6152271 262776 6143473 

11 165731714 16571674 86772 165744 

 

 . مقادير بهينه متغيرهاي مسائل آزمايشي3جدول
 مقادير بهينه متغيرهاي مسائل آزمايشي

 (GRG,B&B)ترتيب در دو روش  به 

 مساله

k A Q nc nb na m 
 

(1723،1723) (87،87) (112،112) (8،8) (6،6) (6،6) (6،6) 1 

(1715،1717) (134،132) (123،121) (24،22) (16،15) (11،16) (16،15) 2 

(17111711) (151،151) (121،121) (13،13) (1،1) (8،8) (8،8) 3 

(1717،1711) (181،181) (153،152) (13،13) (1،1) (8،8) (1،1) 4 

(1723،1723) (143،143) (134،134) (8،8) (6،6) (6،6) (7،7) 7 

(1711،1711) (212،214) (151،151) (21،27) (11،17) (21،18) (21،18) 1 

(1711،1717) (161،171) (132،133) (16،16) (11،11) (11،11) (13،13) 7 

(1715،1715) (116،116) (112،112) (51،45) (31،34) (38،35) (51،45) 9 

(1715،1715) (131،131) (122،122) (6،6) (4،4) (4،4) (6،6) 8 

(1755،1715) (112،113) (147،141) (15،15) (8،8) (8،8) (11،11) 19 

 
هاي روش گراديان  . اختلاف بين بهترين جواب7شکل 

 کران و هاي بهينه روش شاخه يافته از جواب کاهشي تعميم

 

 گيري نتيجه .7
در اين تحقيق يک مدل موجودي توليد دو سطحي )شـامل يـک   

هـاي   هزينـه توليدکننده و يک انبار مرکزي( ارايه شده که بتوانـد  

زنجيره را حداقل نمايد. در مـدل ارايـه شـده کارخانـه شـامل دو      

باشـد. ويژگـي اصـلي مقالـه در وارد      بخش مونتاژ و پـردازش مـي  

ــه      ــاهش هزين ــان ک ــا و امک ــالي در تقاض ــت احتم ــودن حال نم

باشد. ابتدا با محاسبه هزينه هـر يـک از واحـدها     دهي مي سفارش

ام شده اسـت. پـس از ارايـه    سازي مساله انج صورت مجزا، مدل به

ريزي غيرخطي براي مساله مورد بررسي، چگونگي  يک مدل برنامه

وکـران و   حل آن تشريح گرديد. براي حل مسـاله دو روش شـاخه  

 يافته مورد استفاده قرار گرفت. روش گراديان کاهشي تعميم

هاي تحقيقات آتي عبارتند از: بسط مدل براي حالتي که  زمينه

ن کمبود تعلق گيرد، وارد کردن زمان انتظار تخفيف به ميزا

احتمالي، محدوديت ظرفيت بر منابع و در نظر گرفتن تابع 

 احتمالي با توزيع خاص براي تقاضا.
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